Konzervativni sily

V pripadé konzervativnich sil bude mozné Lagrangeovy rovnice 2. druhu (vztah (41))
preformulovat jednoduseji. Nejdfive je nutné veédét, co jsou to konzervativni sily.

SiLY JSOU KONZERVATIVNi, JESTLIZE PRACE SIL MEZI DVEMA DANYMI BODY
NEZAVISi NA TRAJEKTORII, PO KTERE SE HMOTNY BOD POHYBUJE.

Pravé uvedenou definici konzervativnich sil Ize prepsat i jinak:

SiLY JSOU KONZERVATIVNI, JESTLIZE PRACE SIL PO UZAVRENE KRIVCE, PO KTERE
SE HMOTNY BOD POHYBUJE, JE ROVNA NULE.

Konzervativni sily jsou tedy ty sily, které maji potencial (resp. pro které je definovana
potencidlni energie).
Pro konzervativni silu F pak plati

Fe—grdV, (42)

kde V je potencial (presnéji potencialni energie). Zavedenim potencialni energie vztahem (42) tak
ziskame ekvivalentni popis systému pomoci jedné skalarni veli¢iny V misto vektorové veli¢iny F.

Aplikujeme-li na vztah (42) diferencialni operator rotace, ziskame rnt?=—mtgad!e’. Prava strana
této rovnice je identicky rovna nulovému vektoru, takze plati

rtF=o. (43)

Tento vztah poskytuje navod, jak poznat, Zze dané pole je konzervativni.
S vyuzitim (42) Ize zobecnénou silu & definovanou vztahem (40) prepsat ve tvaru

Moar at
Qj__i-lgg. (44)

Vzhledem k tomu, Ze V=V(xi (qj)), Ize vztah (44) prepsat na zakladé vztahu pro derivaci
slozené funkce ve tvaru

t=-—73. (45)
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Vzhledem k tomu, Ze potencialni energie V nezavisi na zobecnenych rychlostech &', je a—¥=ﬂ a
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Tim jsme ziskali vyraz, je formalné velmi podobny levé strané Lagrangeovych rovnic druhého
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druhu (41) a Ize jej do téchto rovnic tedy dosadit. Muzeme proto psat E[@] o7 &[agj] o a
- . . . . df 3 3
s vyuzitim vztahu pro derivaci sou¢tu dvou funkci jen upravit na tvar E[@[L V)]—;(T— ¥i=0,
g
Lagrangeovy rovnice druhého druhu Ize nyni pfepsat v zjednoduSeném tvaru.

LAGRANGEOVY ROVNICE Il. DRUHU POPISUJiCi POHYB SOUSTAVY I HMOTNYCH
BODU V POLI KONZERVATIVNICH SIL JSOU ROVNICE VE TVARU
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PrRO Jj=LZ ..n, PRITOM
L(gi, g, f)=r-:f (48)

JE LAGRANGEOVA FUNKCE (RESP. TzV. LAGRANGIAN), ¢ Jsou ZOBECNENE
SOURADNICE A c;rj JSOU ZOBECNENE RYCHLOSTI.

Ziskali jsme opét soustavu n obycejnych diferencialni rovnic druhého rfadu s neznamymi
funkcemi ¢ =4'(t) (pro J=L2..n), ale tentokrate (na rozdil od (41)) vyjaddfenou pomoci
Lagrangeovy funkce L. L je funkce definovana na varieté g (viz 3.2.4) a jedna o tzv. invariant, tj.
hodnota této funkce se nezméni pfi transformaci soustavy souradnic.

aL
Funkce L tedy ,zije" na varieté Tpg a je definovana v kazdém bodé. Symbol o pfitom

popisuje zménu funkce L pfi zméné soufadnice g'.
Pouziti (47) ukdzeme na jednoduchém prikladu.

Obr. 30

Priklad: Matematické kyvadlo

Najdéte Uhlovou frekvenci kmitani matematického kyvadla, které je tvofeno hmotnym bodem
0 hmotnosti m zavéSenym na vlakné zanedbatelné hmotnosti délky /.

Redeni: Matematické kyvadlo (viz obr. 30) popi$eme jednou zobecné&nou soufadnici a to Ghlem #,
ktery svird vldkno zavésu se svislym smérem (tj. s rovnovaznou polohou kyvadla). Postupné uréime
kinetickou energii T, potencidlni energii V a lagrangian L:

1 1 1 - p
T=Emv2 =Em[1¢r:|2, V=-mgy=-mgecosg g tedy I.=T—V=Em[1g':r:|2+mgfcusgrr. V tuto chvili zvolime

libovolny ¢asovy okamzik a v ném urcime derivace lagrangianu, které vystupuji v Lagrangeovych
rovnicich druhého druhu (vztah (47)). Symbol # tedy znamena zobecnénou rychlost.

To znamena, ze ,vypneme” Cas a urcime prislusné derivace.
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a—¢= mi*¢ a 3_51?: -mglsing . Nyni pfejdeme od konkrétniho ¢asového okamziku, v némz jsme urcili

derivace lagrangianu, k libovolnému ¢asu t. To znamena, Ze symbol # bude nyni vyjadrovat
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y o, . der(t
casovou derivaci uhlu #, tj. ¢&=%.

Nyni tedy opét ,.zapneme*” plynuti ¢asu. Od ted dale jsou funkce # i & zavislé na Case. Doted
tomu tak nebylo - # jsme nederivovali jako sloZzenou funkci!
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Proto E[£]=m12@ a tedy po dosazeni do Lagrangeovy rovnice druhého druhu ziskame

mi*@+mglsing =0, Tuto rovnici Ize pfepsat ve tvaru ¢f+}§sm¢?=ﬂ, coz je pomeérné slozita

diferencialni rovnice, nebot nezndma funkce se vyskytuje i v argumentu goniometrické funkce.
Pokud se spokojime s feSenim pro malé vychylky # Ize rovnici s vyuzitim Taylorova rozvoje prepsat

ve tvaru ¢+I§¢r=ﬂ .

Tato rovnice popisuje harmonické kmitani s Uhlovou frekvenci w = ,J;E.
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