***Presné reseni matematického kyvadla

Presné reSeni pohybové rovnice matematického kyvadla vyzaduje hlubsi znalosti z matematiky
a pouziti nékterych specialnich substituci a integrald.

Pohybovou rovnici matematického kyvadla Ize odvodit rlznymi zplsoby: pomoci lagrangianu
a nebo pomoci zakona zachovani mechanické energie. Nebudeme-li uvazovat vnéjsi sily, prejde

zakon zachovani mechanické energie na zakon zachovani energie (jiné formy nez mechanické
nebude energie mit) a bude tedy platit

T+V = B = konst. (49)

Kinetickou energii T a potencialni energii V Ize psat s vyuzitim obr. 31, ve kterém je vyznacena
maximalni vychylka (pocatecni vychylka) matematického kyvadla popsand Uhlem #; a okamzita

vychylka popsana uhlem #. Kineticka energie je T=§mv2=§m12¢52, potencialni energie je

¥ =-mgy =-mgcosy, Celkova energie je rovna potencialni energii na zacatku pohybu matematického
kyvadla, tj. E=-mg cosgy,

Znaménko minus je ve vztahu pro potencialni energii proto, ze pfi zvétSovani vychylky
kyvadla musi rlst jeho potencialni energie. Okamzita vychylka y, kterad ve vztahu pro potencialni
energii vystupuje, by ovsem s rostoucim Uhlem # bez pouziti znaménka minus klesala.
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Dosazenim do vztahu (49) ziskame rovnici
| _
Emi @' —mglcosg =-mglcosgy, (50)
Z niZ Ize vyjadrit ¢asovou derivaci # ve tvaru
._ g _ 1
@ = JZT[cusm cosgy ) . (51)

Rovnici (51) Ize formalné odvodit téZ z rovnice @+Zsing=0, Vynasobime-li ji #, ziskame
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derivaci Ize psat E[sz-jgmw]ﬂ a tedy @rg-j—gwwﬂmst, odkud lze po vhodné volbé

konstanty na pravé strané rovnice vyjadfit ¢ = \(ETg[cnsg:r— cos@, | . Tato rovnice je shodna s rovnici (

51).

Ziskali jsme tedy diferencialni rovnici, kterou lIze resit separaci proménnych. MlZzeme proto psat

dTi?= \(ETE(EDSI;?— cu:usgr,:,j a odtud

] de
df= |—
‘J;g.ll'cnsgrr— cosgy (52)

Redeni rovnice (52) Ize nalézt integrovanim v mezich od 0 do @, &imz ziskdme ¢tvrtinu hledané
periody T matematického kyvadla.

Hmotny bod o hmotnosti m, ktery je zavéSen na vlakné délky / (viz obr. 31), tak opise
trajektorii, ktera odpovida poloviné kyvu kyvadla, tj. Ctvrtiné kmitu.

Tedy
“l
T, Ll—d‘;’ , (53)
4 ig ) A COSE - cosgy

Nyni je nutné vyresit pravou stranu rovnice (53). Nejdfive prepiSeme vyraz
Jrosg— cosgy (54)
s vyuzitim goniometrického vztahu

sin £ - L~ cosg = (55)

z néhoz vyjadrime cns¢1=1—25in2§ a dosadime do vztahu (54). Ziskame tak

Jeosg— cosgy = Jz'Jsmj%-smﬂ%’ (56)

a zavedeme substituci
sin%= sin%.sinw. (57)

Zavedenim této substituce se méni integraéni meze ve vztahu (53). Je-li w<{0,m}, pak na
zakladé vztahu (57) je v = (E%} (uvazujeme-li pouze fyzikalni aplikace dané substituce). Zaroven je
nutné si uvédomit, Ze pro derivaci pravé zavedeného substitu¢niho vztahu plati

1
Ecusgd@= sin%.cnsw.dw. (58)

Dosazenim vztahu (57) do vztahu (56) a naslednymi Upravami postupné ziskame

JEOs@— cosgy = N,"E.Jsin2 %— sinzg =2, an? '?;—D— sin® %sin2 e = \Esin%qfl— sin® v, tedy
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oJEOSE— cosgy = \Esin%cnsw . (59)

VSechny Upravy provadime s ohledem na fyzikalni situaci, kterou feSime. Obecné nékteré
vztahy neplati - nejsou splnény vsechny matematické podminky. Fyzikalni situace je ovSem takova,

ze uvazované podminky spinéné jsou. Napf. dprava .fl—sin® = cosyr provedena ve vztahu (59) neni
matematicky korektni - spravné by mélo byt 1ﬁ—sin2t;f= easw|, nicméné hodnoty Ghld % mimo

interval we{-Z.2 (tj. pro zaporné hodnoty funkce kosinus) nemaji v dané situaci fyzikalni smysl.
272

sm?.cnsw.dry
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Dosazenim vztahd (59) a (58) do vztahu (53) dostavame E—JII a po
4 2 l:IE':'S?Jr ﬁmn—msw

1
i
dw=1‘g_|'ﬁdw Po dosazeni ze vztahu (57)
i} L
2

kde

3
K’{sinﬂ}= [———ay (61)
o J —smg%sm fr

je dplny elipticky integral prvniho druhu. Reseni téchto typd integralll jsou tabelovéna resp.
jsou doporucené dalsi postupy pfi jejich reseni.
Redeni integralu (61) spo¢iva v rozepsani integrandu pomoci Taylorova rozvoje ve tvaru

=1+

! L mfﬂ
Jl 2 Ll = 2 , (62)
—sin® —gin® yr
2

kde [Zn-1)1I=1.3. . [Zm-1), Rozvoj vyrazu (62) je mozné dale rozepsat ve tvaru

1 1 ‘3 L °
=14+— sinﬂsinw +- sing}—sinw +— Siﬂﬂsiﬂw + ..
2 2 g 2 43 2
J1—sin”’” 2

Vintegralu (61) tedy dostaneme soucet vyrazl ze vztahu (63), v nichZ vystupuiji integrélyismzm wdyr
a

pro #1=L4,.. Ztabulek ziskdme
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kde (2m)il=2.46. .. 2m=2"m!,
Po dosazeni vztahu (64) do vztahu (63) a nasledné do vztahU (61) a (60) ziskdme

TH 1 B RE: °
=4 |—||1+- sinﬂsinr;r +— sinﬂsinr;r +— sin'?—usinw + .. |dy a tedy
g 2 d 3 2 43 2

i

Vytkneme-li ve vyrazu (65) g ziskdme

0 9 25
T=2r |—|14+-an? P4 Zgpt P 22 8P . (66)
gl a7 Teat 7 T 256 2

Prvni Clen vyrazu (66) odpovida periodé matematického kyvadla pro malé vychylky. Ostatni
¢leny je mozné v tomto kontextu chapat jako opravy periody pro konkrétni pocatecni vychylku
(maximalni vychylku) popsanou Ghlem ;. Graf zavislosti periody na pocatecni vychylce popsané
Uhlem @, je na obr. 32. Ackoliv to tak z grafu na prvni pohled nevypada, perioda kmitani

matematického kyvadla pro velké pocatecni vychylky prudce nardsta.
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Obr. 32
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