Formulace a dikaz Hamiltonovych kanonickych rovnic

HAMILTONOVY KANONICKE ROVNICE JSOU ROVNICE VE TVARU
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PRO J=L2...n, KDE " JE POCET STUPNUO VOLNOSTI DANEHO SYSTEMU.

Na zakladé vhodné zavedeného hamiltonianu (173) jsou Hamiltonovy kanonické rovnice
jednoduché a symetrické. Tyto rovnice, které Ir sir Rowan Hamilton odvodil v roce 1834, jsou
soustavou 2n oby¢ejnych diferenciélnich rovnic s nezndmymi g'(¢) a pilf) pro j=L2 ..n. Uvedeny
tvar rovnic vyplyva ze symplektické struktury fazového prostoru, ktera zarucCuje jednoznacny popis
systému, spravna znaménka v rovnicich, ...

Pfesto, ze se v zapise Hamiltonvych rovnic objevuji parcialni derivace, jsou to rovnice
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obycejné, tj. po Upravach budou obsahovat jen totdlni (,normalni“) derivace. Symbol . resp. o7
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dava jen navod na sestaveni pravé strany prislusné Hamiltonovy rovnice.

Nyni rovnice dokdzeme; dlikaz pfitom provedeme dvakrat - jednou podle definice hamiltonidnu
a podruhé pomoci Hamiltonova varia¢niho principu.

Zacneme dlkazem prvni Hamiltonovy rovnice, ktery provedeme na zakladé definice
hamiltonianu (173). Pravou stranu prvni Hamiltonovy rovnice tedy rozepiSeme podle definice
hamiltonianu (173) s vyznaCenim proménnych, na nichz zavisi zobecnéna rychlost a lagrangian:
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a argumenty funkci kvali vétsi prehlednosti jiz vypisovat nebudeme: —= g — |
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Derivace lagrangianu podle #j je rovna souéinu derivace lagrangidnu podle & a derivace &'
podle ¥, protoZze ¥j je ,schovand” pravé v ¢ (& zavisi na #;). Proto lagrangian derivujeme jako
slozenou funkci.

S vyuéitl’m definice kanonické hybnosti (172) mdZzeme pokracovat v Upravach:
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rovnice dokazana.
Analogicky mUzZeme pokracovat v dlkazu druhé Hamiltonovy rovnice:
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rovnici, v niz opét uz nebudeme vypisovat argumenty funkci: P i Zpi—-——j—za g Opét
jm1

-1 h -1
s vyuzitim vztahu (172) mdzZeme postupné psat E Z -ﬂ—%—z_piﬂ: -—-. Vztah
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ag  ag’
je sice zajimavy, ale zatim to neni ten vztah, jehoZ platnost jsme méli dokazat. Navic zatim jsme
vyuzivali pouze matematické Upravy vyrazl bez fyzikalniho nahledu. Ten vyuzijeme nyni: pravou
stranu rovnosti (175) vyjadrfime pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu (47). Dostaneme tak
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B d[aL ]= B (druha Uprava byla provedena na zakladé definice kanonické hybnosti (172)).

5'.:3 & .3_.:3-1 df
Tim jsme dokdzali i druhou Hamiltonovu kanonickou rovnici.

Ve druhém kroku dokdzeme Hamiltonovy kanonické rovnice pomoci Hamiltonova varia¢niho
principu. Dlkaz nebudeme provadét v Lagrangeové formalismu, ale v Hamiltonové formalismu.
Defini¢ni vztah hamiltonidnu (173) upravime na tvar

L= pd-H. (176)
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Vyjdeme z podminky (130). V ni vystupuje akce S, kterou vyjadfime pomoci definice (131)
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Vyraz cf_[[ijc;J-H]df pritom mdzeme interpretovat tak, Ze se zajimame o zménu integralu pfi
t j=1

zméné funkci, které integrujeme. Proto mlizeme dale pokracovat v Upravach. Za¢neme

diferencovanim a dostaneme
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Clen chf ve vyrazu (177) je nulovy, protoze jsme se omezili na izochronni variace. Dale

2 n

upravime vyraz Iijﬁquf ktery je téz ¢asti vyrazu (177). S vyuzitim identity (136) a naslednym
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Vzhledem k tomu, ze uvazujeme izochronni variace s pevnymi konci, plati podminka (132) a tedy
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Vdechny variace &g’ a dpj pro j=L2,....n ze vztahu (178) jsou dovolené a navzajem nezavislé.
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To ovSem znamena, Ze vztah (178) je splnén pouze tehdy, kdyz 4 -£=U a-— - @-D pro
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J=LZ..n To je ovsem vyjadreni Hamiltonovych kanonickych rovnic (174), jejichZ platnost jsme
chtéli dokazat.

Na zakladé podminky (130) jsme tedy odvodili dalSi pohybové rovnice. Pomoci Hamiltonova
variacniho principu jsme odvodili z podminky (130) Lagrangeovy rovnice druhého druhu, nyni ze
stejné podminky Hamiltonovy kanonické rovnice. Podminka (130) ma tedy hlubsi vyznam.
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