Fundamentalni Poissonovy zavorky

Drive, nez uvedeme specialni Poissonovy zavorky a jejich fyzikalni aplikace, pfipomeneme
platnost jedné identity.

PRO FUNKCI f(4 p.f) DEFINOVANOU VE FAZOVEM PROSTORU PLATI

(£ ft =0, (203)

Dlkaz vztahu (203) vyplyva ze vztahu (199). Poissonovy zavorky jsou antisymetrickou operaci
aplikovanou na dvé funkce (v tomto pripadeé na dveé identické funkce f). Existuje jediné Cislo (a to
Cislo 0), které se rovna svému opacnému Cislu. Podle vztahu (199) se totiz pfi zméné poradi funkci,
na které aplikujeme Poissonovy zavorky, méni jejich znaménko. Proto {.f. f} =—{.7. f} =0.

Dosadime-li nyni za obecné funkce f a g, pro které jsme vztahem (198) definovali Poissonovy
zavorky, zobecnéné soufadnice g'(f} a kanonické hybnosti #;i(f} mdzeme vyslovit tvrzeni.

PRO POISSONOVY ZAVORKY APLIKOVANE NA ZOBECNENE SOURADNICE g'(tf] A NA
KANONICKE HYBNOSTI »;(f) PLATIi TYTO VZTAHY

{d.a) =0, {p. 2} =0 a{d. pj}= 4] (204)

PRO .j=L2 ..M KDE " JE POCET STUPNUO VOLNOSTI DANEHO SYSTEMU.

D(ikaz prvnich dvou ¢4sti tvrzeni je snadny: zobecnéné soufadnice g’ (¢ a kanonické hybnosti #;l#)
jsou (pro vSechny mozné kombinace pripustnych indext) navzajem nezavislé. Uvédomime-li si, Ze
v definici Poissonovych zavorek (198) vystupuji parcialni derivace jak podle zobecnéné souradnice,
tak podle kanonické hybnosti, je jasné, Ze vysledkem musi byt nula.

Pri derivaci funkce podle proménné, na které dand funkce nezavisi, dostdvame nulu, nebot
v dané proménné (podle niz derivujeme) je funkce konstantni. A derivace konstanty je nula. Proto
i derivace zobecnéné souradnice podle kanonické hybnosti (resp. naopak) je nulova.

Dlkaz posledniho ze vztah( (204) vyplyva z definice Poissonovych zavorek (198):
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Z defini¢niho vztahu Poissonovych zavorek tedy zlstane jen prvni ¢len (druhy je identicky
roven nule). A v zavislosti na tom, zda budeme mit zobecnéné souradnice (resp. kanonické

hybnosti) stejné ¢i rlizné, ziskéme vysledek jedna nebo nule, coz zapiéeme symbolem &}
(Kroneckerovo delta).

Této vlastnosti Poissonovych zavorek sestavenych ze zobecnénych souradnic a kanonickych
hybnosti se vyuZziva v kvantové mechanice. Pomoci zobecnénych souradnic a kanonickych hybnosti

se definuji pfislusné operatory a ziskame vztah analogicky Poissonovym zavorkam: [qi,fj}:‘ﬁﬁ}.

Z tohoto vztahu pak také vyplyva principidlni nemoznost méfit souCasné libovolné prfesné polohu a
hybnost ¢astice, coz popisuji tzv. Heisenbergovy relace neurcitosti.

Na zadkladé Poissonovych zavorek Ize dokazat nasledujici tvrzeni. Toto tvrzeni i jeho dUsledky
pomohou pfi feseni rady uloh.
PRO SKUTECNY POHYB PLATI

{f, H}+ (205)
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KDE f{qj(f),pjif),f) (pPRO J=Ll%4..7) JE LIBOVOLNA FUNKCE DEFINOVANA NA FAZOVEM
PROSTORU A X JE HAMILTONIAN UVAZOVANEHO SYSTEMU.

Fraze ,pro skuteCny pohyb“ znamena, ze funkce f splfiuje Hamiltonovy kanonické rovnice
(174).

Dilkaz tvrzeni provedeme rozepsanim totéini derivace funkce f(czj (#]. p; [ffl,f) podle ¢asu. Plati

& | W | . , . : o . .
" _é[_aqk - +3—pk o ]+ar' S vyuzitim Hamiltonovych kanonickych rovnic muzeme dale psat
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a dale upravit s vyuzitim defini¢niho vztahu Poissonovych zavorek

(198). TakZe dostaneme %= \f. H} +%, coz je vztah, jehoZ platnost jsme chtéli dokazat.

Prvnim dlsledkem pravé uvedeného tvrzeni je podminka, za které se funkce f stava integralem
pohybu.

Najit integral pohybu je dllezité, nebot kazdy integral pohybu zjednodusi hledani reseni
Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

NENi-LI FUNKCE f{qj[f),pj[rj) ZAVISLA NA CASE, PAK TATO FUNKCE JE
INTEGRALEM POHYBU PRAVE TEHDY, KDYZ {f H} =0,

Funkce f nesmi tedy zaviset na Case pfimo; na ¢ase ovsem mohou zaviset zobecnéné
souradnice nebo kanonické hybnosti, na kterych je zavisla funkce f.

Nezavisi-li funkce f explicitné na Case, pak gﬂl . To ovSem znamena, Ze na zakladé vztahu (
205) mlzeme psat %= if. H}. Dale vime, Ze funkce f je integralem pohybu, jestlize plati vztah

2%

=0.V tom pfipadé ale { /., H} =0,

Tento dlsledek poskytuje ndvod na hledani integrall pohybu: stadi ovérit, zda pro néjakou
funkci f, kterd popisuje dany fyzikaIni systém s hamiltonianem H, plati {f. &} =0. Pokud ano, je
funkce fintegralem pohybu.

Druhy dlsledek vztahu (205) dava navod na urceni, kdy sdm hamiltonian daného systému je
integralem pohybu.

CASOVE NEZAVISLY HAMILTONIAN H DANEHO FYZIKALNIHO SYSTEMU JE
INTEGRALEM POHYBU.

Na zdkladé vztahu (203) mizeme psat {H.H} =0 a skute¢nost, ze hamiltonian je nezavisly na

case, mlzeme prepsat podminkou §= 0. Na zadkladé vztahu (205), do kterého dosadime f=H,

pak mlzeme psat %={H, H}+%=D. Podminka %ﬂl pfitom urcuje, Ze hamiltonidn H je
integralem pohybu.

Pravé uvedeny dUsledek souvisi s tim, Ze pokud je lagrangian L daného fyzikdlniho systému
¢asové nezavisly, zachovava se zobecnénd energie h definované vztahem (81). Casové nezévislost
hamiltonidanu H pak souvisi se zakonem zachovani mechanické energie E.

Treti dlsledek vztahu (205) udava podminky, za kterych je integrdlem pohybu pfimo
Poissonova zavorka.

POKUD FUNKCE f{a'(f),p;()] A g[da'(t).p;(f)] JSOU INTEGRALY POHYBU, PAK {/f.g}
JE TAKE INTEGRALEM POHYBU.

V argumentech funkci f a g jiz neuvadime jako parametr ¢as, protoze maiji-li byt funkce fa g
integraly pohybu, pak na Case zaviset nesmi!
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Pfi dlikazu opét vyjdeme ze vztahu (205), ktery aplikujeme na Poissonovu zavorku {7.g}:

%{{f, gt)={ir. gl H}+§{{f, gl)={is. g}. H}, nebot jestlize jsou funkce f a g nezavislé na ¢ase, je na

¢ase nezavisla téz jejich Poissonova zavorka {7, g}, tedy j—f[{_f, g} =0. S vyuzitim Jacobiho identity
(201) mzeme dale psat %{{I, ghy={is. gl B} =-{{e. B}, s} -{{#. s}, g} . Jsou-li f a g integraly

pohybu, pak pro né plati {f,H}=0 a {g,H}=10, takze %[{I,g}]=—{ﬂ,f}—{ﬂ,g}=ﬂ. To ovéem

znamena, Ze Poissonova zavorka {.f. £} je integralem pohybu. A to jsme méli dokazat.

Pravé uvedenym zplsobem by bylo mozné pridavat postupné dalsi funkce, které by byly
integraly pohybu, a tak vytvorit obecné tfeba i nekone¢né mnoho integrall pohybu. Ovsem integrald
pohybu, které pomohou pfri reseni pohybovych rovnic, mize byt maximalné jen tolik, kolik je stupnl
volnosti daného fyzikdlniho systému. Metoda Poissonovych zavorek, kterou jsme pravé uvedli, tak
totiz generuje i takové funkce, které jsou sice integraly pohybu, ale jsou linearnimi kombinacemi jiz
existujicich integrald pohybu nebo jsou nulové. A takové integraly pohybu jiz dale pfi reseni Gloh
nepomohou. Ale i presto je pravé uvedend konstrukce integrald pohybu velmi dilezita.
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