Definice a zakladni vztahy kanonickych transformaci

KANONICKA TRANSFORMACE JE KAZDA ZMENA SOURADNIC FAZOVEHO PROSTORU
(PARAMETRO FAZOVEHO PROSTORU), KTERA ZACHOVAVA STRUKTURU
HAMILTONOVYCH KANONICKYCH ROVNIC.

To znamena, ze po kanonické transformaci budou mit Hamiltonovy kanonické rovnice (174)
stejny tvar jako pred ni.
Oznacime-li pdvodni zobecnéné soufadnice ¢' a plivodni kanonické hybnosti #i a ozna&ime-li

dale nové zobecnéné soufadnice ¥ a nové kanonické hybnosti &, tak pak poZzadujeme, aby funkce
0'=0' (4 p.t) a F=Fld nt) (206)
splfovaly Hamiltonovy kanonické rovnice ve tvaru

dp! _aH' 45 _ e

—=—a—/—"=""—3 (207)
g 3R ° dt 3
pro hamiltonian H'= H'{Qj,%,f) :

SpInéni téchto pozadavkl neni trividlni, nebot kanonickych transformaci je velmi malo. Jsou ale
velmi dllezité pro dalsi pocitani a pro zobecnéni do dalsich oborl fyziky.

Pri konstrukénim dlkazu kanonické transformace vyjdeme ze vztahu (168). Ten definuje
Lagrangeovu funkci L;, na zdkladé niz Ize odvodit stejné pohybové rovnice jako z Lagrangeovy

funkce L. Nyni pfepiSeme vztah (168) ve tvaru L;= L+%, kde F je libovolna hladka funkce, ktera

zavisi na plvodnich zobecnénych souradnicich nebo kanonickych hybnostech a na kalibrac¢ni
transformaci nové definovanych proménnych. Jsou tedy celkem Ctyfi moznosti, na jakych
proménnych muze funkce F zaviset:

1. R=Rlgols);
2. B=Rld Rt
3. B=RKlp o\t
4. F=Flp.B1).

Funkce A, %, K a F se nazyvaji generujici funkce kanonické transformace. Pomoci
Hamiltonova variacniho principu a s vyuzitim podminky (130) (variace akce je nulova) lze ziskat
podminky, za kterych je transformace popsana jednou ze Ctyr vySe uvedenych funkci kanonicka.
Timto zplsobem Ize pro kazdou z vysSe uvedenych funkci ziskat tzv. podminky kanoni¢nosti, tj.
nutné a postacujici podminky, které musi byt spinény, aby dana transformace byla kanonicka (viz
tab. 1).

Treti sloupec tab. 1 ziskame tak, ze kazdou rovnici ze druhého sloupce daného radku
derivujeme podle proménné, podle niz se derivuje druha z rovnic ve druhém sloupci tabulky. Napf.

- o .. BR .. 9F ; .
pro prvni radek derivujeme rovnici §=pi podle £ a rovnici ﬁ?& podle g a ziskame:

A N DU U i ) R Y vy  varcialni act olatl: o _ P
3 [aqi] 2 a P [ag“] P Pri zamennosti parcialnich derivaci plati: aF o
aby derivované proménné byly vyjadfeny ve spravnych proménnych, tj. v proménnych, v jakych je
vyjadrena v tomto pripadé funkce F (obecné funkce z daného radku tabulky).

Dullezité je,

Generujici funkce | Podminky Podminky
kanonicnosti integrability
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tab. 1

Derivace ve druhém sloupci tab. 1 se pocitaji podle proménnych, na kterych zavisi dana
generujici funkce. Pritom plati: derivace podle jedné plvodni proménné je rovna druhé pdvodni

v , BF , L . . . . .
promeénné (napf. @= i) a derivace podle jedné nové proménné je rovna druhé nové proménné

. BF . . , . v v . _
(napf. @=—&). Znaménko minus je u plvodni zobecnéné souradnice a u nové kanonické

hybnosti.
. C ol B = H (s ok —1,2,3,4 L1 k=
Déle plati H (Q,Pj,f)—H(q Py f)+§ pro2=1234 gpros k=12 .n,
Pro ovéreni faktu, zda dana transformace je i neni kanonicka, staci ovéfit vztahy z jednoho
radku tab. 1.

Dlkaz vztahl uvedenych v tab. 1 Ize provést rozpisem lagrangidanu a hamiltonidnu daného
fyzikalniho systému. Pro funkci A mdzZeme na zdkladé vztahu (168) psat

i Al
i [[fi‘j=_lf'j= f}= L (QJ', Pj]f) +M . (208)

Je-li pravé uvedenym predpisem lagrangian definovany v kazdém Case t a ziskame-li variaci
prislusnych akci ve fazovém prostoru stejné pohybové rovnice v plvodnich souradnicich i v novych
souradnicich, je uvazovana transformace popsana generujici funkci F kanonicka.

Dosazenim vztahu (176) (vyjadreni lagrangianu pomoci hamiltonianu) do vztahu (208) ziskame:

n . . oo . . 8F ; &R .;| 3R
Zpiﬁi'l-H(qj,pj,f)=ZﬁQI—H'(QJ,ﬂ,f)+2[—iql+—igl]+—. Pfeusporadanim ¢lend tohoto
inl inl i .99 ag of

vyrazu dostaneme

= ary aF ) . e aF
é[[ﬁ_ﬁ]q - [-‘-pi"'ani]Q ]= H(ii'-l, pj,f)—H {QJ,%,T)+3—; . (209)
. [ i & .—E aFl - _ . : _ . aFl .
Vztah (209) je identicky spinén, pokud »i= PRl EaH (QJ,%,f)_H(qJ,pj,f)JrE' o3

jsou vztahy, jejichz platnost jsme méli dokazat.
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Dlkaz pro funkci F; je podobny. Analogicky jako pro funkci £, mlzeme i pro funkci F; napsat
vztah

Zplq #{, py. 1) - Z‘,F@ - 50 Bt} Z‘,[a‘% 2 1J+%,
(210)
ve kterém jsou ve srovnani se vztahem (209) jen jiné parcialni derivace funkce F;, nebot funkce F;
zavisi na proménnych &', 5 a t. Nyni bychom potfebovali (stejné jako v pfedchozi ¢4sti dikazu)
porovnat koeficienty u &' a . VyuZijeme tedy toho, Ze pfi¢tenim Uplné Easové derivace funkce
k lagrangianu se popis systému nezméni (viz vztah (168)). Urcité plati identita

%[ZEQ1]=ZEQ1+ZEQ1, (211)
=l i=l j=1

kterou mlzeme dosadit do vztahu (210) a dostaneme tak

i ; - 1 [ I - = [ 4R, ar am
Yond-H{d pt)=-—| 2 RE -ZEQI-H'{QJ,%J)+Z[ 4 +—};]+—2 a po prerovnani ¢lend
13 inl o\ ag 2K a

ziskdme vztah Z[[ a%]éi—[%—Qi]E]=H(ci'j=Pj=f) (2. 5 f)+—+—[ZPQ], ktery je

5'.:31

08 _ of A y oy
g T E'Q a H (Q H f) H(q Pjs f)+—+—[ZPQ] Posledni rovnost muzeme

o . : ; ar ., . g
s vyuzitim vztah( (168) a (176) psat ve tvaru H'(QJ,%,I‘) =H(c5'3, = f%ﬁ, ¢imz jsme ziskali sérii
vztahd, jejichZ platnost jsme chtéli ukazat.

Lagrangian ani hamiltonian daného fyzikalniho systému se nezméni, jestlize k nému pricteme

d . a v . 7
Uplnou ¢asovou derivaci funkce. A vyraz —[ZPQ ] je uplnou casovou derivaci funkce.
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Dlkazy pro funkce  a Py by byly analogické.
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