Overovani kanonicnosti transformace

Existuje nékolik postupd, jak ovérit, zda dana transformace je ¢i neni kanonicka transformace.
RUzné postupy jsou pritom u rlznych Gloh rdzné narocné, a proto nelze doporudit jediny nevhodné;jsi
postup, ktery vede rychle a bez vétsich technickych komplikaci ke zdarnému cili. Naro¢nost kazdého
z postupll zavisi na konkrétnich transformacnich vztazich, jejichZ kanoni¢nost se ma ovéfit.

Z fady postupl uvedeme dva, které se pouzivaji nej¢astéji:

1. pomocitab. 1, v niz jsou prehledné sepsany generujici funkce kanonickych
transformaci - postup spociva v ovéreni platnosti tretiho sloupce (libovolného radku)
tabulky. Funkce, s nimiz pracujeme, musi byt ovSem vyjadreny ve spravné kombinaci
poménych ¢, #j, @, . Druhy sloupec téhoz fadku tabulky poskytuje ndvod na
nalezeni generujici funkce F.

Spravna kombinace proménnych vyplyva z proménnych, které vystupuji v argumentu funkce F
na daném radku tabulky. Vice - viz priklad v tomto odstavci.

2. pomoci Poissonovych zavorek - transformace je totiz kanonicka tehdy, pokud
soucasné plati vztahy

{¢'. 5}=4;, {0". 0% =0 a (R B}-0. (213)

PouZiti metody Poissonovych zavorek mdze byt technicky naro¢néjsi: je-li pocet stupnd volnosti
systému roven dvéma, znamena to oveéfit Sest Poissonovych zavorek (ostatni jsou nulové).

Vztahy (213) jsou analogii ke vztahm (204). Pro identickou kanonickou transformaci plati jak
vztahy (204), tak vztahy (213). Pro ostatni kanonické transformace plati vztahy (213).

Priklad: Kanonicka transformace

Uvazujme transformaci danou vztahy &'=cg+8p a F=pg+dp  kde . 8. ¥ d€ R jsou konstanty. Pro
které kombinace konstant = , &, ¥ a ¢ je transformace kanonicka?

Redeni: Postup fe$eni ukdZzeme na obou vyse uvedenych postupech.

Podle prvniho postupu vybereme napf. Ctvrty radek tab. 1, na kterém je generujici funkce
F, =F(r.P) (zadané transformacni vztahy nejsou zavislé na Case, a tedy ani generujici funkce neni
zavisla na Case). Nyni je tedy nutné vyjadfit zbyvajici proménné (tj. g a Q) pomoci stejnych
proménnych, na kterych zavisi funkce F, tj. pomoci p a P. Ze zadanych transformacnich vztah(
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mizeme psat: q=;(P—cfp) a dosazenim do prvniho vztahu dostaneme
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podminek bude platit P Je zfejmé, Ze tato rovnost bude spinéna pouze tehdy, pokud
1 —md . , p p v .

P —’ﬁ’vf , tj. pokud @é-4&¥=1, A to je podminka, za které budou zadané transformacni vztahy
popisovat kanonickou transformaci. Kanonickych transformaci je tedy malo (je to unikatni typ
transformace), protoze z velkého poctu moznosti pro koeficienty =, &, ¥ a & kanonické
transformaci vyhovuji jen ty moznosti, které splnuji podminku @é—&¥=1,

Pfi ovérovani pomoci Poissonovych zavorek staci v tomto pripadé ovéfit platnost vztahu {2, F} =1,

protoZe ostatni ze vztahl (213) jsou spinény. Bude-li platit {2, P} =1, pak je transformace kanonicka.
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Podle definice Poissonovych zavorek mizeme psat {£. F} = 55—55. Po dosazeni ze zadanych
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transformacnich vztahl dostavame: {2.F}=ad-&¥. Rovnost {C. F} =1 je spInéna pouze tehdy,
pokud wd—8¥=1, coZ je stejnd podminka, kterou jsme ziskali pri feSeni pomoci tabulky generujicich
funkci.

V souvislosti s kanonickymi transformacemi plati jesté dalsi dvé dilezité véty.

POISSONOVY ZAVORKY JSOU INVARIANTNi VOEI KANONICKYM TRANSFORMACIM,

T). PRO KAZDE DVE FUNKCE f(7' p;.t) A g{¢.p;.t) FAZOVEHO PROSTORU PLATI:
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Dlkaz tohoto tvrzeni je zfejmy a vyzaduje ovéreni rozpisu Poissonovych zavorek podle jejich
definice s pfihlédnutim k transformac¢nim vztahlim kanonické transformace.
OBJEM FAZOVEHO PROSTORU SE PRI KANONICKE TRANSFORMACI NEZMENI.

Schématicky je situace zobrazena na obr. 57, na kterém je Sipkami naznacena transformace
systému. Pravé uvedené tvrzeni si Ize predstavit tak, ze obsah plochy, ktera je vymezend ve
fazovém prostoru, se kanonickou transformaci nezméni. Mze se zménit tvar plochy, ale nikoliv jeji

obsah.

Obr. 57

Diikaz vychazi z vypoltu objemu fazového prostoru pomoci integralniho poctu: ¥ = ” dgldr = H Jdgdp
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kde J= aj‘* j; je Jacobiho determinant (tzv. jacobian), ktery je do vypoctu integralu zahrnut proto,
% @
Ze popisuje zobecnéni véty o substituci pro vicerozmérné integraly. Pro vypocet determinantu
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matice druhého rfadu plati: o o\ My pag Na zakladé definice Poissonovych zavorek
dg dp

mlzeme psat J={Z. F . Pro kanonickou transformaci pfitom podle vztahl (213) plati {2, Fl=1. To

znamena, Ze jacobian kanonické transformace je roven jedné, tedy ¥ =” deP:” Jdgdp = ”d‘i"’f-’ .
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Pro plnou korektnost diikazu by bylo nutné rozebrat, jak se méni pri kanonické transformaci
mnozina #.
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