Postup reseni Hamiltonovy - Jacobiho rovnice

Postup reSeni Hamiltonovy - Jacobiho rovnice (225) Ize popsat v nékolika zakladnich krocich:
1. ur¢ime Hamiltonovu funkci daného fyzikalniho systému: H(ca‘j,pj,f);

2. sestavime Hamiltonovu - Jacobiho rovnici (225) tak, ze misto i v nalezeném

. e re's aS
hamiltonianu piseme 6'_.:3-1;

Sestavili jsme tak jedinou parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu, v niz vystupuji parcialni

. as @5 . . L - ; . o,
derivace 5 ° 3_.:3'1' Neznamou v této rovnici je funkce S{cgJ,f) resp. g'(t), kterd popisuje vyvoj

daného fyzikalniho systému.
3. sestavenou rovnici vyreSime pomoci nékolika postupl, které Ize z fyzikalniho

hlediska bez problém{ provést
a) je-li hamiltonian nezavisly na Case, pak ma funkce S tvar S{czj,f)= Su(ci'j)—Ef, kde E je
zobecnéna energie;

b) nezavisi-li hamiltonian na souradnici *, ma funkce S tvar
5(a")=5fa" q", g g™ ) e, kde @, = howst;
Nejdfive je tedy nutné vyresit ¢as, pak az sourfadnice. Soufadnice #°, na niz nezdvisi
hamiltonian (a tedy ani lagrangian) daného systému je cyklicka souradnice.
pokusit se resit rovnici, kterou jsme predchozimi Upravami ziskali z rovnice (225),

separaci proménnych, ¢imz ziskame reSeni ve tvaru: S(qj} = 31{q1)+5'g (q2)+---+5§1(fi'n);
4. ziskali jsme tedy funkci S ve tvaru §{q’, @;.f], kterd obsahuje = +1 integracnich
konstant &j, z nichz jedna je ovSem trividlné aditivni;
Konstant @j je n+1, nebot n jich vznikne pfi integraci b&hem hledani funkci ¢’ a jedna vznikne

c)

pri integraci podle Casu.
Triviadlné aditivni je takova konstanta C, kterd vystupuje v zapise funkce f(x) ve tvaru:

Flx)=Fix)+C, tj. neni ,zabalenad” uvnitr funkce.

3z
5. derivaci podle n netrividlnich parametr «; ziskdme n rovnic typu o Ai, kde 4 je

1
dalsich n libovolnych konstant (pro i=L4,...n);
6. inverzi ziskdme hledané feseni Glohy ve tvaru ¢'(t. e &), v némz je 2n integra¢nich
konstant, které odpovidaji n po¢ate¢nim podminkédm pro zobecnéné soufadnice ¢’ an

pocatecnim podminkam pro kanonické hybnosti #;.
Pocet konstant odpovidajicich poCtu pocatecnich podminek je v poradku. Kazda poloha
a kazda hybnost ma svoji pocatecni podminku.
Priklad: Volny pad
VySetrete pohyb volného padu télesa o hmotnosti m v gravitacnim poli.

Resit volny pad pomoci Hamiltonovy - Jacobiho rovnice je trosku jako jit s kanénem na vrabce,
ale volny pad je nejjednodussi pohyb, na kterém Ize reSeni Hamiltonovy - Jacobiho rovnice ukazat.

A jak je dale vidét, tak i presto bude reSeni pomérné narocné ...
Redeni: Budeme postupovat pfesné ve shodé s vy$e uvedenym nadvodem na fedeni Hamiltonovy -
Jacobiho rovnice:
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Hamiltonidn systému je: & = ;l+ V(x)= zp__ mgx (vzdalenost x méfime ve sméru padu télesa).
m m

Nyni vyjadrfime hybnost pomoci funkce S ve tvaru p=§, dosadime do hamiltonianu:

1 fasy 1 4 a5
H=_—|—| -mg a sestavime Hamiltonovu - Jacobiho rovnici: —| == | -mgx+—=0.
2ml 3x 2ml 3x 3

Pokud zavisi funkce S na Case a hamiltonian sam na Case pfimo nezavisi (obé podminky jsou zde
spInény), mdzeme psat Six,t]=5(x)-EB .
Urcime parcialni ¢asovou derivaci funkce S, ktera vystupuje v Hamiltonoveé - Jacobiho rovnici:

a5 , . . s
(%) _ i{gm (x)- Bf)=-E, nebot & (x) je na Case nezavisla.

2
Nyni tedy budeme fesit Hamiltonovu - Jacobiho rovnici ve tvaru 21—[2&] -mgr-E=0. Vyjadfime
m X

hledanou derivaci funkce 4 tak, ze prevedeme ostatni proménné na druhou stranu rovnice, ¢imz

2

L4 N y ; 35, ,

ziskame rovnici [a—”] =2Zm(mgr+ E). Tu nyni odmocnime a dostaneme a—”= m(mgr+E) , Funkci
X X

4 nyni nalezneme integraci podle proménné x: & = _[JEm (mgr + E)dr = 42m_[-.|'mgx +Edx,

. . e, dic mg mg 2k
= — s == dr=——dir
Zavedeme substituci k¥ =.fmgr+E a vyjadfime Nyl odkud dostaneme m—

Nyni mlzeme pokracovat ve vlastni integraci:

f 3 f
Su—\f—_llk—d.ic- E]‘kgdk=ﬁk—+c= 2 Emﬂl(mgx+Ej3+c. Konstanta C zde pfitom nehraje

mg 3 Img

roli, nebot ji lze zahrnout do konstanty E. Pro funkci S tedy dostavame

S0 )= 5 (1) - Bt = 92 o 2]

Img

Dale pokracujeme ve vypoctu derivaci funkce S podle parametru E. Ziskame tedy rovnost

35 24Im 3
“fy=o— =2 i 21." gr+E-f, pficemz konstanta -, ma vyznam konstanty £ z ndvodu na reseni
mg

Hamiltonovy - Jacobiho rovnice.
Z posledniho vztahu nyni postupné vyjadrime x.

%Mﬁ—fﬂ

Jom g E - mgle=1)

Idm|I:nqg3c+_i':".'j=mjg2 (I—n;,jg

mgx+E=%mg2 (£- 5"

Pro funkci x v zavislosti na ¢ase t tedy dostdvame = =%g(f—fu]2—m£g. Pravé vypoctend zavislost je
z fyzikalniho hlediska v poradku, nebot skutec¢né popisuje volny pad télesa o hmotnosti m.

Konstanta — ma vyznam vysky.
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