Tuhé teleso a popis jeho pohybu

Ukolem kinematiky tuhého télesa je najit vhodny popis otaceni tuhého télesa. Proto zatneme
tim, Ze vymezime pojem tuhého télesa.

TUHE TELESO SI LZE PREDSTAVIT JAKO KRYSTAL SLOZENY Z NEKONECNE MNOHA
HMOTNYCH BODU, MEZI NIMIZ EXISTUJi SKLERONOMNi HOLONOMNIi VAZBY.

Fakt, Ze silové plsobeni mezi hmotnymi body v tuhém télese je popsano skleronmnimi
holonomnimi vazbami, znamena, Ze se tuhé téleso nedeformuje a nevyviji v ¢ase.

Moznost deformace a vyvoje v Case pripoustime az v kontinuu.

Tuhé téleso ma:
1. tfi stupné volnosti popisujici translacni pohyb - pro jednoduchost se uvazuje
translacni pohyb hmotného stifedu tuhého télesa;
Tuhé téleso se mlze pohybovat nahoru - dold, doleva - doprava a dopredu - dozadu, tedy ve
tfech nezavislych smérech.
2. tfi stupné volnosti popisujici rotacni pohyb - uvazuje se rotace kolem okamzité osy
otaceni prochdazejici hmotnym stfedem tuhého télesa.
Tuhé télese se mdze natacet kolem tri os - predstavme si napr. ¢inku na posilovani nebo
obecné néjaké nesymetrické tuhé téleso (automobil padajici po nehodé ze skaly, ...).

UvaZzované tfi stupné volnosti popisujici rota¢ni pohyb, jsou charakterizovany tzv. Eulerovymi
uhly.

(3]

Obr. 58

Pro popis pohybu tuhého télesa se zavadéji dvé ortonormalni baze:

1. pevna baze {5;} (pro i=12.3) - je to baze, jejiz poloha v prostoru je pevné dana vici
zvolenému inercidlnimu systému. V pripadé popisu pohyb( skute¢nych téles (dopravni
prostfedky, ...) je mozné jejich polohu vzhledem k této bdazi urcit napr. pomoci pristroje
GPS.

Poloha pevné baze se tedy s casem neméni.
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Pohyb tuhého télesa popisujeme vic¢i inercidlni soustavé proto, Ze v této soustavé maiji
pohybové rovnice jednoduché matematické vyjadreni - napf. neni nutné do nich zahrnovat

setrvacné sily.

2. korotujici baze {5;} (pro i=12.3) - tato baze je spojena s tuhym télesem, jeji vektory
maji spolecny pocCatek ve hmotném stredu télesa a tato baze se tedy pohybuje
spole¢né s danym tuhym télesem. Jeji poloha v prostoru (napf. vzhledem ke druzicim
systému GPS) se tedy méni v zavislosti na pohybu télesa. Natoceni této korotujici baze
popisujeme vzhledem k pevné bazi (referencni bazi).

Poloha této korotujici baze se v ¢ase méni. Tuto bazi si Ize modelovat tak, ze vezmeme
bramboru (jako model tuhého télesa) a do ni zapichneme tfi na sebe navzajem kolmé stejné
dlouhé Spejle predstavujici tfi navzajem kolmé jednotkové vektory baze. Hodime-li bramboru,
budou se Spejle pohybovat spolu s bramborou. Polohu brambory (resp. tfi Spejli) Ize ale popisovat
také vic¢i mistnosti (pevna baze), v niz pokus provadime a jejiz souradnice jsme ziskali pomoci
systému GPS.

Popisované baze jsou schématicky zobrazeny na obr. 58.

Poloha tuhého télesa tedy bude jednoznacné urena, bude-li urCeno natocCeni baze, ktera rotuje
s télesem (korotujici baze), vici pevné bazi v prostoru.

Pro kompletni popis pohybu tuhého télesa je nutné najit transformacni vztahy mezi obéma vyse

uvedenymi bazemi. Baze {ei} a {e{} jsou spolu svazany ortogonalni matici prechodu A vztahem

E
o= > A = A (226)
k-l
pro i=123 kde 4, jsou prvky transformacni matice A splfujici relace ortogonality ve tvaru

Ay =& resp. Ay = (227)

pro % . k=135,
Matice A tedy zachova pfi transformaci bazi jejich ortogonalitu.

V dalSim textu budeme vyuZivat Einsteinovo sumacni pravidlo, ¢imz se zapis vztah( zjednodusi.
VSechny indexy budou nabyvat hodnot 1, 2 a 3, nebot popisujeme trojrozmérné tuhé téleso
pohybujici se v trojrozmérném prostoru.

Indexy studovanych veli¢in a matematickych objektd budeme v kapitole tuhé téleso psat kvdli
vétsi prehlednosti doll, coZ je pripustné, nebot pracujeme v ortogonalnich systémech.

Vztahy (227) Ize interpretovat téz tak, ze popisuji skalarni soucin dvou radkd (resp. skalarni
soucin dvou sloupcl) matice A.

Vztahy (227) jsou defini¢nimi vztahy ortogonality. To znamena, ze zarucuji, ze matice A prevede
pomoci vztahu (226) ortogonalni bazi {5;} na ortogonalni bazi {Qf} .

Dlkaz vztahl (227) Ize provést pomoci jednoduché geometrické vlastnosti a s vyuzitim vztahu (
226). Pro dva ortogonalni vektory ¢ a e_; baze {5;} plati éi;; =45, S vyuzitim vztahu (226) Ize tedy
psat =Ef.e_j;= AHE?.Ajl% =Aﬂ;:Aj1%:-a= A A = A Ak, Cim je dokazan prvni vztah. Pfi Gpravach jsme
vyuzili i viastnosti vektor(i ¢, a e béze {e}, pro které plati &2 = ;. Druhou ¢ast vztahu (227)
dokadzeme s vyuzitim vlastnosti transponovanych matic. Plati &; = {5ﬁ}T = {AmAjh}T = Ap A = AgA -
A tim je dokazana druha Cast vztahu (227).
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Pro ortogonalni matici A dale plati
AT=A", (228)

kde a™! je inverzni matice k matici A. Vztah (228) pfitom vyplyva ze vztahu (226) a z ortogonality
vektord bazi {5;} a {;ﬁ} .

Matice A ma devét slozek, které jsou popsany deviti relacemi ortogonality. Nezavislych jich je
pritom jen tolik, kolik je nezavislych sloZzek symetrické matice - a téch je Sest. Symetricnost matice A
pritom vyplyva z vySe uvedenych vlastnosti ortogonality.

Symetrickd matice typu (3, 3) ma tfi nezavislé prvky na hlavni diagondle a tfi nezavislé prvky

nad hlavni diagondlou. Prvky pod hlavni diagonalou uz museji byt stejné jako prvky nad hlavni
diagonalou, aby matice byla symetricka.

Kazda ortogonalni matice (tedy i matice A) ma jen tfi nezavislé prvky, které odpovidaji tfrem
stupndim volnosti pro rotacni pohyb tuhého télesa. (VSech devét prvkl matice A je totiz svazano
Sesti relacemi ortogonality - proto ma matice A tfi nezavislé prvky.) Budeme tedy hledat tfi
nezavislé parametry popisujici rotaci tuhého télesa. Ukaze se, ze témito nezavislymi parametry jsou
Eulerovy uhly.

Je nutné si uvédomit, ze natoceni tuhého télesa se méni v Case: béhem rotace tuhého télesa se
méni natoceni vektord korotujici baze {5;} spojené s télesem vzhledem k pevné bazi {5;} .Ta je
ovSem pevné zvolena v prostoru, a proto je na Case nezavisla. To ale znamena, Ze na Case budou
z&vislé prvky matice A. Casové zmény fyzikdlnich veli¢in ale budeme vy3etfovat vii¢i ob&ma
uvazovanym bazim. Budeme proto uvazovat dvé rlizné (ovsem navzajem ekvivalentni) fyzikdalni
veliciny, které budou popisovat pohyb tuhého télesa z hlediska uvazovanych dvou bazi. Proto je
ddlezité vzdy védét, vici jakému systému popisujeme pohyb daného tuhého télesa.

To znamenad, Ze napf. pohyb technika, ktery kraci po rotujicim détském kolotoci, mdzeme
popsat z hlediska vnéjSiho pozorovatele, ktery je mimo koloto¢, nebo z hlediska ditéte, které na
détském kolotoci sedi. Oba pozorovatelé (jak ten vnéjsi, tak dité na kolotoci) mohou vySetfovat
napr. rychlost, kterou se technik pohybuje - oba pritom zjisti rizné ¢asové zavislosti a rizné
velikosti rychlosti kracejiciho technika. A pritom fyzikalni veliciny popisujici pohyb technika, které
definuje vnéjsi pozorovat i dité na kolotodi, jsou definované korektné (viz obr. 59).

Obr. 59
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