Popis rotace tuhého télesa - Eulerovy kinematické rovnice

Pro korektni popis rotace tuhého télesa (resp. natoceni tuhého télesa) kolem dané osy je nutné
zavést tfi nezavislé parametry. Pocet téchto parametrl vyplyva ze symetrie matice ortogonality.
Témito tfemi parametry jsou tzv. Eulerovy Uhly, jejichz funkce pak vystupuji v matici ortogonality A
a v matici 8 definujici Uhlovou rychlost otaceni tuhého télesa. Budeme postupovat tak, abychom
dokazali, ze libovolné natoceni tuhého télesa lze slozit ze tfi otoleni kolem vhodnych os. A kazdé
z téchto tff otoceni je popsano jednim z Eulerovych GhlQ.
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Uzlova primka zobrazena na obr. 63 vyznacuje pdvodni polohu osy =* z obr. 62.
Svycarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler (1707 - 1783) se snazil popsat setrvacniky,
a proto volil Uhly popisujici rotaci setrvacniku (a obecné tuhého télesa) takto:
1. precesni Uhel # - charakterizuje otoCeni kolem osy z (resp. *s) kartézského systému
soufadnic a je z intervalu {0; 27 );
2. nutacni Uhel & - charakterizuje otoceni kolem osy ¥»* (resp. #%), coz je nova poloha
osy x (resp. #) po pfedchozich otocenich; je z intervalu {0, 7} ;
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3. rotacni uhel ¥ - charakterizuje otoCeni kolem nové polohy osy z (resp. #3) a je
z intervalu {0; 27,

Uhel ¥ charakterizuje vlastni rotaci tuhého télesa kolem jeho osy, kterd splyvé s osou z. Uhel #
charakterizuje odchylku vlastni osy tuhého télesa (kolem niz tuhé téleso rotuje) od svislého sméru
a Uhel # urluje natoceni tzv. uzlové pfimky. Uhly & a ¢ tak jednoznacné uréuji polohu osy tuhého
télesa, kolem niz téleso rotuje.

Uhly # a # maji analogicky vyznam jako sférické soufadnice resp. zemépisné soufadnice:
Uhel & odpovida zemépisné Sifce (odklon od severniho pélu) a Uhel #zemépisné délce.

Postup, kterym ukdzeme, Ze libovolné natoceni tuhého télesa v prostoru Ize slozit z natoceni
charakterizovanych pravé zavedenymi Eulerovymi Ghly, aplikujeme ve tfech krocich na rotaci
kartézského systému souradnic Oxyz:

1. rotace kolem osy z (resp. *;) o Uhel # (viz obr. 61) - tato rotace je popsana matici D,
ktera ma stejny tvar jako matice dana predpisem (242)
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jiz prislusi vektor Uhlové rychlosti ve tvaru
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CF =(0,0,4). (250)

2. rotace kolem nové polohy osy y (resp. *;) o Uhel & (viz obr. 62) - tato rotace je
popsana matici C ve tvaru
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C=(0 rcos& sasnd|. (251)
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této matici odpovida vektor Ghlové rychlosti ve tvaru
at - {40;0). (252)

3. rotace kolem nové polohy osy z (resp. *3) o Uhel ¥ (viz obr. 63) - tato rotace je
popsana matici B ve tvaru

cosgr  ang 0
B=|-siny cosy 0O, (253)
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které odpovida vektor Uhlové rychlosti ve tvaru
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CF =(0,0:4). (254)

Na zakladé vztahu (246) mdzeme vysledné otoceni, které vznikne slozenim pravé popsanych
otoCenich v uvedeném poradi charakterizovanych maticemi (249), (251) a (253), popsat matici A ve
tvaru

A=BCD, (255)

V pravé uvedeném vztahu zavisi na poradi nasobeni, protoze nasobeni matic neni obecné
komutativni. A ani skladani otoceni, které je maticemi popsano, neni obecné komutativni.
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Této matici pak odpovida vektor Uhlové rychlosti 3, ktery mdzeme psat s vyuzitim vztahu (248)
ve tvaru

Ci-CF +BCE +BCCF, (256)

v némz jsou vektory uhlovych rychlosti of a of nasobeny pfisludnymi maticemi proto, abychom
tyto vektory vyjadfili ve spravné bazi, v niz jsou definovany a maji smysl. Vektor ot je totiz
definovan v soustavé souradnic (v bazi), ktera vznikne po prvnim otoleni. Proto jej musime
prepoditat tak, jak by vypadal po tfetim otoceni, aby jej bylo mozné pfi¢ist k vektoru oF , ktery je
definovan v bazi, ktera vznikne po tretim otoCeni daného kartézského systému. Analogicky je nutné
vektor oF , ktery je definovan v plvodni kartézské soustavé, transformovat do soustavy soufadnic,
kterou ziskdame po dalSich dvou otocenich. Po dosazeni matic (251) a (253) a vektorl (250), (252) a
(254), které je nutné kvdli operacim s maticemi dosazovat v transponované podobé, do vztahu (256)
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coz je maticové vyjadreni Eulerovych kinematickych rovnic v korotujici bazi, ktera rotuje spolu
s télesem. Vektor 3 ma smér okamzité osy otaceni, kolem niz se tuhé téleso otaci.
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