Pythagorejské trojice

Spolu s dlikazem Pythagorovy véty se zacali pythagorejci zajimat o tzv. pythagorejské trojice.
PYTHAGOREJSKOU TROJICi ROZUMIME TAKOVOU TROJICI ([x,7,zZ] PRIROZENYCH
CiSEL », ¥ A z, PRO KTERA PLATI: x?+p? =z%.

To znamena, ze prirozena Cisla patfici do dané Pythagorejské trojice tvori strany néjakého
pravouhlého trojuhelnika a plati pro né Pythagorova véta.

Nejznaméjsi takovou trojici je trojice (3; 4; 5), kterou vyuzivali jiz stari Egyptané k vytylovani
pravych Uhld. Je-li navic (x; y; z) pythagorejska trojice, je pythagorejskou trojici i trojice ¢isel (kx; ky;

kz), kde k je pfirozené Cislo. Proto se staci pfi vySetrfovani pythagorejskych trojic omezit jen na tzv.
zakladni pythagorejské trojice.

Tvar Cisel, kterd tvori pythagorejskou trojici, miizeme odvodit na zékladé tzv. figurdlnich ¢isel.
Problém nalezeni pythagorejskych trojic miZzeme preformulovat tedy takto: za jakych podminek
mUlzeme preskladat vysrafovany gnémon zobrazeny na obr. 49 na ¢tverec?

Obsah velkého Ctverce zobrazeného na obr. 49 je z*, protoze tento ¢tverec ma stranu délky z.
Obsah malého (,bilého“) ¢tverce je »*. Ma-li platit vztah x*+p*=z*, pak musi byt obsah
vy$rafovaného gnému roven y*. Proto se ptdme na podminky, za kterych mdzeme dany gnémon
preskladat na Ctverec.

Uvazujme nejdfive gndmon Sifky 1 (viz obr. 50). V tom pfipadé plati z=x+1 a obsah gnému je
vyjadfen lichym ¢islem, tj. »* je &islo liché.
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Z hlediska soucasné matematiky se zde dopoustime drobné terminologické nepfesnosti, pfi
které dané figuralni Cislo charakterizujeme obsahem gnému a soucasné samotnym cislem (poctem

~cernych krouzkd” charakterizujicich dané cislo). Z hlediska recké matematiky to ovsem bylo plné
v souladu s geometrickym reSenim Uloh.

Podél kazdé ze dvou stran Ctverce o délce x mizeme naskladat libovolny pocet ,Cernych
krouzk(“. Jejich celkovy pocet je dan sudym cislem (,sudé + sudé = sudé“ a ,liché + liché =
liché“). Ale v rohu vySrafovaného gnému je ,krouzek” navic - proto gndmon obsahuje lichy pocet
,krouzkd“ a tedy jeho plocha je vyjadrena lichym cislem.

Na zékladé vlastnosti druhych mocnin to znamena, ze i y je Cislo liché. Proto miZzeme psat: ¥ =2g+1,

Pri libovolném prirozeném p je Cislo 2p sudé, po pricteni jednicky dostavame cCislo liché.

Proto plati: y* =4p*+4p+1. Abychom ziskali x, musime od y* odetist 1 a vysledek vydélit

dvéma.

Cislo x vyjadfuje pocet ,krouzk(“ podél jedné strany ,bilého” ¢tverce. Cislo »* vyjadfuje pocet
¢ernych ,krouzkd“ ve vysrafovaném gnému, ktery ma Sirku rovnou jednomu ,.krouzku*; proto plati
7*=12x+1, kde pfi¢tend jedni¢ka odpovida ,krouzku“ v pravém hornim rohu gnému.

Fi-1 dpfadp+l-1
2 2
mdzeme jiz dopoditat z: z=x+1=2p*+2p+1. Ziskali jsme tedy pythagorejské trojice ve tvaru

Takze dostavame: x-= 2p° +2p. A tedy podle pocatecniho predpokladu

[27% +2p;2p +1,2p? +2p+1], kde p je libovolné pfirozené &islo.
Ziskali jsme tedy pythagorejské trojice: (4; 3; 5), (12; 5; 13), (24; 7; 25), (40; 9; 41), ...

Budeme-li uvazovat gndmon Sifky 2 (viz obr. 51), budeme predpokladat, Ze plati z= z+2. Potom
je obsah gnému vyjadien sudym ¢&islem, tj. 3 je ¢&islo sudé. Proto je sudé i &islo y a mizeme jej psat
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Podél kazdé ze dvou stran ,bilého” ¢tverce o délce x jsou v gnému umistény 2 rady ,krouzkd“.
TakzZe téchto ,krouzkd” je celkem 2 krat 2x, tj. 4x. A v levém hornim rohu gnému jsou 4 ,krouzky*
navic. Proto je v gndmu celkem 4x + 4 ,krouzkd“. A tento pocet je roven obsahu gnému, tj. je
roven ¢&islu 3.

ve tvaru ¥=2p.To znamend, ze y*=4p*. Pro &islo x v tomto pfipadé plati: x =

Nyni uz mlzeme vyjadfit na zékladé plvodniho pfedpokladu i z: z=x+2=p* +1. Ziskali jsme tak
pythagorejské trojice ve tvaru {.:'512—1;2.?:1;..*-?2 +1) , kde p je libovolné pfirozené Cislo vétsi nez 1.

Mezi pythagorejské trojice v tomto tvaru patfi trojice: (3; 4; 5), (8; 6; 10), (15; 8; 17),
(24; 10; 26), ...

Pythagorejské trojice zapisované v tomto tvaru Udajné objevil Platon.
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