Fibonacciho posloupnost - zavedeni

V knize Liber abaci, kterou vydal Fibonacci v roce 1202 se objevuje i Uloha definujici tzv.
Fibonacciho posloupnost. Uloha zni:

Kdosi umistil par krélikG na misté ze vsech stran ohrazeném zdi, aby poznal, kolik par( kralikd
se narodi v pribéhu jednoho roku, jestlize u krélikG je tomu tak, Ze par kralik( privede mésicné na
svét jeden par a Ze kralici polinaji rodit ve dvou mésicich svého véku. S pripady uhynuti se nepocita.
Prvni krélici umisténi do ohrady jsou Cerstvé narozeni.

Budeme postupné pocitat pary kralikd na daném misté na konci kazdého mésice:

1. konec prvniho mésice: 1 plvodni par;

2. konce druhého mésice: 2 pary (ptvodni par porodil dalsi par);

3.  konec tretiho mésice: 3 pary (plvodni par porodil dalsi par kralik{, ale mladi jesté
rodit nezacali);

4.  konec Ctvrtého mésice: 5 parl (plvodni par porodil dalsi par a mladi kralici narozeni
ve druhém mésici porodili svij prvni par);

5. .
Situace je zobrazena na obr. 93, na kterém velky kralik symbolizuje dospély par a maly kralik
predstavuje mlady (jesté neplodny) par.
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Obr. 93

Dalsi pocitani by bylo ale komplikované. Proto se pokusime najit néjakou obecnou zakonitost
popisujici pocty kralikd v jednotlivych mésicich.

Oznacime-li si pocet parQ kralik( na konci (n+1)-niho mésice £, bude na konci (n+2)-hého
mésice v ohradé 7, starych parQ kralikd, ale kromé toho se jesté narodi tolik parQ kralikd, kolik jich
bylo na konci n-tého mésice, tj. F,. Jinak re¢eno: pro pocet part kralik( na konci (n+2)-ho mésice
dostaneme vztah:

B -R+F,. (1)

Hledany pocet parl kralikd na konci roku neni mozné vypocitat prfimo, ale musime urcit vsechny
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mezikroky, tj. poCty pard na konci kazdého mésice. Tak postupné dostavame posloupnost 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377. Na konci roku tedy bude v ohradé 377 parl kralikd.

2,3,5,8,13, ... PoCty mladych parQ jsou dany toutéz posloupnosti, jak je mozné snadno rozmyslet
i s vyuZitim obr. 93.
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Posloupnost popsana rekurentnim vztahem (1) se nazyva Fibonacciho posloupnost (%1, a
je to posloupnost
1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ..., (2)

resp. posloupnost

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ... (3)

Posloupnost popsanou vztahem (1) nazval jako Fibonacciho posloupnost v 19. stoleti
francouzsky matematik Edouard Lucas (1842 - 1891).

K Fibonacciho posloupnosti dospél ve svych Gvahach i némecky fyzik Johannes Kepler (1571 -
1630), aniz by Cetl Fibonacciho dilo.

Fibonacciho posloupnost je typicka ukazka tzv. rekurentné zadané posloupnosti, tj.
posloupnosti, ktera neni dana vztahem pro vypocet jejiho libovolného n-tého Clenu, ale vztahem, ve
kterém vystupuje nékolik ¢lend dané posloupnosti.

Posloupnost dand vztahem pro n-ty ¢len je napf. posloupnost @ =»*+1. Chceme-li vypo¢itat
jeji desaty clen, staci dosadit za n do daného vztahu Cislo 10 a okamzité dostavame
a, =10% +1=101, Kdybychom chtéli vypo¢itat desaty ¢len Fibonacciho posloupnosti, museli bychom
urcit véech predchozich devét ¢lend, protoze desaty ¢len uréime jako soucet osmého ¢lenu
a devatého Clenu. A devaty clen jako soucet osmého a sedmeého, ...

Zapis posloupnosti pomoci symboliky =,, kde a je ndzev posloupnosti a n udava poradi Clenu =,
v dané posloupnosti, zaved! v roce 1634 francouzsky matematik Albert Girard (1595 - 1632).

Fibonacciho posloupnost je mozné také vyjadrit vztahem pro n-ty ¢len vyrazem
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Je zajimavé, ze ackoliv se v predpisu (4) pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti objevuji vyrazy
obsahujici iraciondlni ¢islo ./5 , jsou hodnoty vyrazu (4) pro vSechna pfirozend Cisla n prirozend cisla.

Ve vztahu (4) je vlastné uz zakddovan zlaty rez, se kterym Fibonacciho posloupnost Uzce
souvisi. Prvni ¢len vztahu predstavuje mocninu zlatého rezu a druhy ¢len mizeme chépat jako

jakousi opravu: zlaty rez totiz ziskame jako limitu Fibonacciho posloupnosti.

Vztah (4) znal urcité uz v 18. stoleti Svycarsky matematik Leonhard Euler a francouzsky
matematik Abraham de Moivre. V poloviné 19. stoleti tento vztah pak znovuobjevil francouzsky

matematik Jacques Philippe Marie Binet.
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