Dalsi vlastnosti Fibonacciho posloupnosti

Pro Fibonacciho posloupnost, jejiz prvni dva Cleny jsou 1 a 1, plati vztah
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ktery Ize znazornit geometricky. Souciny dvou po sobé jdoucich ¢lend Fibonacciho posloupnosti Ize
chépat jako obsahy obdélnik{, jejichZ strany maji délky dané praveé ¢leny této posloupnosti. Vztah (9)
proto miZzeme prepsat tak, Ze lichy pocet obdélnikd, jehoZ strany jsou rovny po sobé jdoucim
¢lendim Fibonacciho posloupnosti, Ize preskladat do ¢tverce. Tato skute¢nost je zobrazena na obr. 97,
na kterém jsou znazornény tyto ¢tverce pro pripad jednoho obdélnika, tfi, péti a sedmi obdéInikd.
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Obr. 97

Némecky astronom Johannes Kepler objevil dalsi zajimavou vlastnost ¢lend Fibonacciho
posloupnosti. Pro vSechny ¢leny Fibonacciho posloupnosti plati:
J‘-?I'I..FI'I.+2_F;'I.2+1 =1, (10)
Vztah (10) Ize ilustrovat geometricky: obsah Ctverce, jehoz délka strany je dana danym Clenem
Fibonacciho posloupnosti, se liSi pravé o jednu jednotku Ctverecni od obsahu obdélnika, jehoz délky
stran jsou dany dvéma cCleny Fibonacciho posloupnosti bezprostfedné sousedicimi s Clenem
urcujicim délku strany Ctverce.

Uvazujme Fibonacciho posloupnost 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... Pak jisté plati: P-2—12|= L,
P-3—22|=1, |2-5—32|=1, |3-8—52|=1, |5-13—32|=1, F-21—132|=1,

Na zakladé této vlastnosti ¢lenl Fibonacciho posloupnosti vymyslel slavny tvirce
matematickych rébusd Sam Loyd (1841 - 1911) zdhadny paradox souviseji s preskladanim ctverce
na obdélnik. Pri tomto preskladani jednotlivych dilkd, kterymi byl tvoren Ctverec o strané délky
8 jednotek a tedy s obsahem 64 jednotek ¢tverecnych (viz obr. 98), vznikne obdélnik s obsahem 65
jednotek ¢tverecnich (viz obr. 99)! Ve skutecnosti maji prepony pravouhlych trojahelnikl jiny sklon
nez jedna ze stran ¢tyruhelnikd, a proto vznikne v obrazci otvor (viz obr. 100), ktery ma plosny
obsah presné 1 jednotku ¢tverecni.
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Pro Cleny obou Fibonacciho posloupnosti (tj. jak pro posloupnost zacinajici ¢leny 1, 1, 2, ..., tak
pro posloupnost zacinajici ¢leny 1, 2, 3, ...) Ize dokazat platnost téchto vztahd:

A+R+B+ . +R =K ,-F, (11)
R+E+F+ + B, =K -[F-1, (12)
R+F+FR+ + By =Fa-F-1=R,-(/R-1), (13)
R+F+R+ +F =R -Ra-(R-1). (14)

Pro Fibonacciho posloupnost zacinajici Cleny 1, 2, 3, ... pak plati vztah

B =R B +FR - F,. (15)

IHn

Ze vztahu (15) pak plynou dva specialni vztahy. Pro m = n dostavame
F =FiyFe (16)

aprom=n+ 1 pak mame F2n+1=}‘T:'1'}‘Tz'1+1+}‘71'1—1'}‘Tz'l=}‘71'1'|:Fz'1+1+F—1:|=|[Fz'1+1—}‘71'1—1:|'|[}‘71'1+1+F-1:|, takze
dostavame

Jl‘T'zn+1=}‘Tz'12+1—}‘71'12-1- (17)

Vztah (15) Ize pritom odvodit na zdkladé pomérné jednoduché Glohy o chozeni do schodd.
Zacnéme s jednodussi variantou ulohy:

Kolika zplsoby Ize vyjit schodisté o n schodech, bereme-li schody nejvyse po dvou (tj.
vynechame-li nejvyse 1 schod)?

Pocet zpUsobl vyjiti n schodd oznacime z(n). VSechny moZné zplsoby vyijiti schodl rozdélime
do dvou disjunktnich skupin. V prvni budou vSechny ty zpUsoby vyijiti schodd, pfi nichz Sldpneme na
prvni schod - jejich pocet bude pg(n-1). Sldpneme-li na prvni schod, méme pfed sebou uZ jen »-1

schodd.. Ve druhé skupiné budou vsechny zplsoby vyijiti schod(, pfi nichZ neslapneme na prvni
schod; téchto zplsobd bude rin-12). Celkem tedy dostdvame: p(nj=p(n-1j+p(n-2), co? je
rekurentni vyjadreni Fibonacciho posloupnosti analogické se vztahem (1).

Pocet zpUsobd, kolika Ize vyjit n schodd podle uvedenych pravidel, je tedy roven .

Druha uloha je velmi podobna:

Kolika zplsoby Ize vyjit schodisté o n+w schodech, bereme-li schody nejvyse po dvou (tj.
vynechame-li nejvyse 1 schod)?

Na zakladé predchozi tlohy je mozné pocet zplsobl vyjiti vdech schodl oznacit symbolem F . .
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Vsechny mozné zpUsoby vyijiti schodl rozdélime do dvou disjunktnich skupin. V prvni budou vsechny
zplsoby vyjiti schodd, pfi nichz Slapneme na n-ty schod: jejich pocet bude F - F; .

Libovolny zplsob vyjiti prvnich n schodd totiz mdZzeme kombinovat s libovolnym zplsobem
vyjiti zbyvajicich m schodd. A pocet zplsobl vyijiti schodd je pritom dan ¢lenem Fibonacciho
posloupnosti, ktery je na tolikdtém misté posloupnosti, kolik schodd ma dané schodisté.

Prvni ¢ast schodisté ma n chodd, druhd jich ma m - obé tyto ¢asti nezavisle mizeme vyjit 7, - &
zpUsoby.

Ve druhé skupiné budou vSechny zplsoby vyjiti schodd, pfi nichZz neslapneme na n-ty schod:
téchto zplsobl bude 7 7 ;.

Opét mizZzeme navzédjem kombinovat pocet vSech zplsobl vyjiti daného poctu schodd.
Neslapneme-li na n-ty schod, ma prvni ¢ast schodisté »-1 schodl. Druhd ¢ast jich pak ma =-1.

Celkem tedy dostavame pocet vSech zplsobU vyjiti schodl: Fm = F, Ao + By Fu.
Fibonacciho posloupnost souvisi také s Pascalovym trojuhelnikem (viz obr. 101). Pomoci Uvah

o takovych k-Clennych kombinacich n-prvkové mnoziny, v nichz nejsou vedle sebe sousedni prvky,
|ze odvodit vztah
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ktery plati pro n liché.

Obr. 101

Pomoci ¢lend Fibonacciho posloupnosti Ize urcit i Ludolfovo ¢islo = . Plati totiz vztah
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