Lagrangeovy rovnice |. druhu

Na zakladé praxe Ize vyslovit axiom:

VAZBOVE SiLY % HOLONOMNICH VAZEB gc:r{?,r)=n POSOBi VZDY KOLMO NA
PLOCHU POPSANOU ROVNICi #=10,

Obr. 8 Obr. 9

Pokud by vazbové sily plsobily na plochu jinak, nez kolmo (viz obr. 8), zahrneme do vazbovych
sil pouze slozky kolmé na danou plochu. Ostatni slozky vazbovych sil zahrneme do vtisténych sil
(pravych sil).

Tento poznatek je pIné ve shodé s praxi: budeme-li uvazovat idedlni situace bez tfecich sil,

bude mit vazbova sila vzdy smér kolmy k dané plose.

Rovnici (1) mizeme tedy prepsat ve tvaru
F=mi+R. (2)
Na zakladé obr. 9 Ize psat
R=4in, (3)

kde » je norméalovy vektor plochy dané rovnici #=0a 1< R,

Vztah (3) fikd, Zze vektor vazbové sily F je ndsobkem normélového vektoru » plochy, coz
znamena, ze tyto dva vektory jsou vzajemné rovnobézné. Vzhledem k tomu, Ze vektor » je kolmy
k te¢né roviné sestrojené k dané plose v uvazovaném bodé (tj. ,je kolmy k plose”), ,je kolmy
k plose” i vektor E (coz pozadujeme).

Dalsi z matematickych vlastnosti plochy dané rovnici # =0 I|ze zapsat ve tvaru

n=grig. (4)

Vlastnost (4) Ize dokazat matematicky jednoduchou Gvahou. Pfedpoklddejme, Ze na ploSe jsou
dany dva body A=[x.x3.73] @ F=[x+dn, 5 +dr,. 3 +ds] (viz obr. 10). Oba tyto body lezi na plose
popsané rovnici #{r)=0. Proto plati #fr)=0 a ¢{s)=e{ra+¥)=0, pficemz 74 =(n, 2.7} a

—_  —

e [ 3+ dry, xg +drg, 23+ drz) . Rozdil sv(u_ + dr) - @?(r_ﬁ_} =10 |ze rozepsat podle Taylorova rozvoje:


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1220-uvodni-uvahy
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/26-sila-a-jeji-ucinky-na-teleso
:///main.article/view/1220-lagrangeovy-rovnice-i-druhu#equation-1

X

_ 3 BW(J‘A) —* 7 .oV v Vs vz o 3 a';}(rf‘.)
¢(rﬂ)+z .dxi+...—w(rj_)=l:l. Zanedbame-li Cleny vy$sich radl, dostaneme: 3 — L =10,
- a3 - s
i=l iml 1
coz lze prepsat ve formé skaladrniho soucinu gfﬂdw{r_ﬁ_)-dhﬂ. Skalarni soucin dvou nenulovych
vektorl je nulovy tehdy, jsou-li uvazované nenulové vektory na sebe kolmé. Vzhledem k tomu, ze

pfi uvazovanych vzdalenostech bodd A a B od sebe, lezi vektor g v ploSe popsané rovnici sv(r) =0,

ma vektor grad-;v{ﬂ:) smér normaly k dané ploge v bodé A. Proto obecné plati, ze »=grmds.
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Obr. 10

Dosadime-li vztahy (3) a (4) postupné do vztahu (2), dostaneme: % _ 7y B mr+ 45— m + Agradg-
LAGRANGEOVY ROVNICE I. DRUHU JSOU ROVNICE VE TVARU

ﬁ=m;+igrad¢:r (5)

wfr.f)=0. (6)

Koeficient 2 vystupujici v Lagrangeovych rovnicich, které francouzsky fyzik Joseph Louis
Lagrange (1736 - 1813) publikoval v roce 1775, se vétSinou nazyva Lagrangelv multiplikétor.

Lagrangeovy rovnice jsou vlastné 4 rovnice (rovnici (5) Ize rozepsat ve tfech souradnicich)
o ¢tyfech neznamych: #(f) = {x (£, » (t). 2(t)) a 2.

Lagrangeovy rovnice Ize aplikovat pfi feSeni fady uloh.

Priklad: Odtrzeni hmotného bodu do balonu

Na povrchu balonu o poloméru a, ktery se nachazi v homogennim gravitacnim poli, je v jeho
nejvyssim bodé hmotny bod o hmotnosti m. Hmotny bod se zacne bez tfeni pohybovat po povrchu
balonu. V jaké vySce nad povrchem podlozky, na niz je balon polozen, se hmotny bod od balonu
odtrhne?

Redeni: Situace je zobrazena na obr. 11. Vazbu, kterd popisuje danou plochu, by bylo mozné
definovat jako jednostrannou, ale Iépe je vazba oboustranna: Ize vyjit z analogie, v niz se hmotny

bod pohybuje v trubicce (ktera je na povrchu balonu). Hmotny bod se odtrhne praveé tehdy, kdyz
bude velikost vazbové sily nulova, tj. R=10,

Na zakladé rovnic (5) a (6) a obr. 11 Ize psat:

.. Jar
mi= A’.E mE=124x
m =_mg+ga_¢’ Tyto rovnice Ize s vyuZitim rovnice vazby pfepsat; ™¥ =-mg+2iy
dy g:lix,_y:|=x2+y2—czg=ﬂ
-;:r[x,y:l= x3+_}?2—c22=|:|


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/9-souvislost-trajektorie-a-souradnice
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/2-mechanicky-pohyb
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/54-newtonuv-gravitacni-zakon
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1221-klasifikace-vazeb

Dalsi postup reSeni provedeme pomoci dvou ,trikG“. Prvnim z nich je vyjadrit prvni derivaci
a druhou derivaci rovnice vazby # podle Casu: #=2xk+2pp =0 g @ = 20+ 2+ JFF + 47 Upravou

druhé derivace postupné dostdvame: & =2[x¥ +yj +2{x +.}*2) (x5 +pp)+ 20" =0 . Tedy xi+ypf = =*

. , mix=24x°
Lagrangeovy rovnice upravime na tvar

mpy =-—mgr + 24y
Do levé strany dosadime vyraz, ktery jsme ziskali Upravou druhé ¢asové derivace vazby, do pravé
strany rovnice dosadime z rovnice vazby. Tak ziskdme: —m* = -mgp+24z*. Z této rovnice by bylo
mozné vyjadrit & v zavislosti na y a v a dosadit do Lagrangeovych rovnic. Integrovanim bychom
ziskali x(t) a »(t).
Lze ovSem postupovat i jinak. Potfebujeme mit ovSem dalsi vztah, ktery bude svazovat polohu a
rychlosti - a to je druhy ,trik”. Timto vztahem je zakon zachovani mechanické energie ve tvaru:

, a seCteme: m(xx+yy)=—mgu+2,a(x +y )

E= Emu:‘ +mgy =mga, kKde y je y-ova souradnice mista odtrzeni hmotného bodu od balonu.

Do rovnice —m* =-mgy+24x* dosadime ze zékona zachovani mechanické energie a ziskdme:
3p-

. 2 . -
~ (2mga- Imgp) = -mgr +224° . Odtud Ize psét: 4 = = % mg . Hmotny bod se od balonu odtrhne, je-li

X y . y,
R=0,z CehoZ vyplyvd 2 =0, Tedy y=za.

I
[
Il
-l

Hmotny bod se tedy od balonu odtrhne ve vysce nad podloZzkou, na niz balon lezi.
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Obr. 11

Zakon zachovani mechanické energie pouzity pfi reSeni predchozi Ulohy vyplyva z pohybovych
rovnic, tj. z Lagrangeovych rovnic I. druhu pouzitych pfi feSeni Glohy.
mr=24x mix=24x¥

Rovnice .. |ze prepsat do tvaru .. . . a secist je. Tak ziskame rovnici
my=—-mg+2iy mPF = —mgy + 24 py

i (Er+Jp) =—wmgp + 2A(xc+ 3F), kterou lze prepsat ve tvaru B—m[x +y3)} - [mgp) +z"i{9-’2 +¥ -ﬂz) :

S vyuzitim prvni Casové derivace rovnice vazby lze psat [ {x +J )] -[mgr)" +0 a po integrovani

%mu2 = —mgy +konst . Tedy %muz +mgy = kemst , COZ je formulace zakona zachovani mechanické energie.
Analogicky Ize zéakon zachovani mechanické energie z Lagrangeovych rovnic I. druhu odvodit
vzdy, kdyZ tyto rovnice budou obsahovat skleronomni holonomni vazby. Pokud by rovnice vazby #
byla zavisla na Case, jeji prvni derivace podle ¢asu nebude nulova. To by znamenalo, Ze enerdii je
nutné béhem uvazovaného déje dodavat nebo odebirat. Zadkon zachovani mechanické energie by jiz
neplatil.
Vazbové sily jsou kolmé k vazbé (viz vztahy (3) a (4)) a hmotny bod se pohybuje po vazbé. To

znamena, ze vazbové sily jsou kolmé ke sméru pohybu hmotného bodu, a tedy prace, kterou
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vazbové sily vykonaji, je nulova.
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