d’Alembertuv princip

Autorem tohoto principu je Jean Le Rond d'Alembert (1717 - 1783), ktery tento princip
publikoval v roce 1742.
SYSTEM ¥ HMOTNYCH BODU SE VYViJi TAKOVYM ZPUSOBEM, ZE PLATI:
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KDE &z JSOU SLOZKY TZV. VIRTUALNiHO POSUNUTI.
Rovnici (9) tak vlastné d’Alembert preformuloval Newtonovu mechaniku pomoci nového
pristupu. Zakladni predstava byla takova, ze virtudlni posunuti jsou nekonecné mald posunuti, ktera
jsou v souladu s vazbami {xl,f)= 0. Slozka s»' virtualniho posunuti tak vlastné odpovidad zméné

polohy hmotného bodu, tj. odpovidad zméné souradnice »!.

Pokud tedy rovnice (9) plati pro vSechna #x*, odpovidaji slozky sil # slozkdm zrychleni # a
pohyb hmotného bodu Ize uskutecnit. Na zakladé # mdlzeme urcit polohu hmotného bodu v ¢ase
a mlzeme tak konstruovat jeho trajektorii implicitnim zplsobem.

Rovnice (9) je tedy splnéna tehdy, pokud slozky sil F a slozky zrychleni #; jsou vzajemné
dobre nastaveny.

VirtudIni posunuti se slozkami sx' je pojem, ktery zaved| d’Alembert a jeho kolegové. Z hlediska
soucasné interpretace Ize na virtualni posunuti nahlizet jako na tecny vektor #, ktery je sestrojen
v daném bodé P plochy k této ploSe, po niz se hmotny bod pohybuje. Jedna se o tzv. konfiguracni
prostor Q, ktery je popsan rovnici # =0, VSechny uvazované te¢né vektory pak lezi v te¢né roviné

Tpg sestrojené v bodé P (viz obr. 12). Proto plati # = vhovd v, FEH} = (c?xl, LRS- S c?xm) :

Obr. 12

Kazdy bod konfigurac¢niho prostoru Q ma svdj tecny prostor - te¢nou rovinu Tpyq.

Konfigura¢ni prostor tedy je plochou vazby popsané rovnici # =0,V ném lezi ty body, v nichz
se mUze pohybujici se hmotny bod nachazet.

V rovnici (9) tedy testujeme vychylku hmotného bodu z bodu, v némz se pravé nachazi, do
vSech te¢nych smérl popsanych te¢nymi vektory # lezicimi v Tpq.
D’ALEMBERTOV PRINCIP JE EKVIVALENTNIi LAGRANGEOVYM ROVNICiM I. DRUHU

(VIZ ROVNICE (7) A (8)) A TEDY JE EKVIVALENTNi | NEWTONOVYM ROVNICIM S
(HOLONOMNIMI) VAZBAMI.

Toto tvrzeni Ize dokéazat.
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Nejdrive dokazeme implikaci, Ze z Lagrangeovych rovnic I. druhu (tj. ze vztah( (7) a (8)) vyplyva
d’Alembertlv princip (vztah (9)).
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Rovnici mixi=Fi+Zik% upravime na tvar mixi—Fi=Zik ﬂf a vynasobime slozkou
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gradientu ¥ a gx* je slozka tecného vektoru, miizeme psat > (m¥ - )&x' = ¥ 4 eradm v . Gradient
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plochy # ma ovSem smér normaly k této ploSe (viz vztah (4)) a je tedy kolmy k tecné (resp. k te¢né

roving) v daném bodé. Je tedy kolmy i k tecnému vektoru # a jejich skalarni soucin je nulovy. Proto
3H
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Dlkaz obracené implikace, tj. Ze ze vztahu (9) vyplyvaji vztahy (7) a (8) provedeme Gvahou.
Uvazime dva pripady:

1. neexistuje vazba - to znamend, Ze slozky virtudlniho posunuti &x', &=, &c* .., &
jsou navzajem nezavislé a tedy m;% - F,=0 pro vSechna j od 1 do 3N;

2. existuji vazby - to znamena, Ze slozky virtualniho posunuti d&r’, éx*, &, ., &
obecné nejsou navzajem nezavislé. Metodou Lagrangeovych multiplikatorl Ize
dokazat, ze musi existovat systém 3N + v rovnic, které spliuji podminky (7) a (8).

Fakt, Ze slozky &, &, &c*,.., & nejsou obecné nezdvislé si Ize predstavit nasledujici
Uvahou: kdyz jdeme ze schodd, jdeme dopredu, ale zaroven jdeme dold. Tj. diky existenci vazby
(schody) nemiZe nase rychlost mifit libovolnym smérem. Slozky &', &, éc®,.., & jsou slozkami
te¢nych vektor(. A vektor rychlosti je k dané plose vzdy tec¢ny.

Metoda Lagrangeovych multiplikatord se pouZiva v matematické analyze pfi hledani vazanych
extrém{ funkci vice proménnych.

Rovnice (9) plati jen pro vratna virtualni posunuti &+, tj. takova posunuti, ze k posunuti #»*
existuje také posunuti -sx'. V pfipadé oboustrannych vazeb jsou vSechna posunuti vratna.
V pripadé jednostrannych vazeb by vratna posunuti byla jen dvé - viz obr. 13, na kterém jsou
zakreslena vratna posunuti r a r, . (Obrazek je schématicky a plati i pro zakfivené vazbové plochy
nikoliv jen pro rovinu.)

. A

R

Obr. 13
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Pokud bychom v pripadé jednostrannych vazeb uvazovali i nevratna virtualni posunuti, zménil
by se tvar d’Alembertova principu (9) na tvar

3N .
o lmyi - Bl éxt 20, (10)
i=1
Na zakladé vztahu (9) Ize najit i dva specialni pfipady d’Alembertova principu:
1. neni74dnd vazba - to znamend, Ze slozky virtualniho posunuti &d, &c, dc®, ., &t
jsou libovolné a na sobé navzajem nezavislé. Vztah (9) pak Ize psat ve tvaru

m¥ - F=0 (11)

pro véechna i=12,..,3%  Ziskdme tak 3N na sobé nezavislych Newtonovych rovnic.
2. neni 7adny pohyb - to znamena, Ze # =0 pro véechna i=1L2,..3¥ 3 tedy plati

M _
Y.RsA =0, (12)
ml
Obcas je vhodné takovou situaci (tj. silové pldsobeni bez pohybu) studovat: stabilita mostd,
statické konstrukce (napr. vysilacd, stozarl vysokého napéti, ...) a podobné.

VZTAH (12) DEFINUJE PRINCIP VIRTUALNi PRACE, KTERA BY SE VYKONALA,
KDYBY SE HMOTNY BOD VYCHYLIL ZE SVEHO ROVNOVAZNEHO STAVU.

Tento poznatek odvodil Johann Bernoulli (1667 - 1748) v roce 1717, ale zaklady principu
virtualni prace byly znamy jiz od starovéku.

Na zakladé vztahu (12) Ize pravé rovnovazny stav poznat: vztah (12) totiz v rovnovazném stavu
musi platit pro vSechna virtuaini posunuti.

Je-li téleso v rovnovazném stavu (viz obr. 14), tak at ho vychylime jakymkoliv smérem, ktery
vazby systému umoznuji, tak se vzdy vrati do rovnovazného stavu. V pfipadé nerovnovazného
stavu (viz obr. 15) to neplati.

V pripadé urcitého typu sil se situace zjednodusi. Tyto sily se nazyvaji konzervativni sily.
Pro konzervativni sily plati

§V =0, (13)

To ovsem znamend, Ze potencidlni energie mlze mit extrém - existuji tedy tri moznosti:
1. potencidlni energie nabyva minima - jedna se o stabilni rovnovaznou polohu (viz obr.
14);
2. potencialni energie nabyva maxima - jedna se o labilni rovnovaznou polohu (viz obr.
15);
3. potencialni energie nema extrém - jedna se o indiferentni rovnovaznou polohu (viz
obr. 16).
Podminka (13) udava podminku rovnovahy, ale neni mozné usoudit o jaky z pravé uvedenych tri
moznych pripadd se jedna.
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Lad,

Obr. 14 Obr. 15 Obr. 16

Symbol ¥ se pouziva z historickych dtvodl a Ize misto néj psat totaini diferencial d¥ .

Priklad: Rovnovaha tyCky mezi sténou a hranou

Homogenni ty¢ délky 2/ je umisténa mezi sténou a hranou, které jsou ve vzajemné vzdalenosti a.
Pri jaké poloze bude ty¢ v rovnovazné poloze?

Redeni: K fedeni vyuzijeme d’Alembert(iv princip v jeho speciéini podobé podle vztahu (12).
Hledame rovnovaznou polohu, tj. stav systému (tyCe) bez rotace a posunuti - budeme tedy
uvazovat pouze jedinou silu, kterad na ty¢ plsobi: gravita¢ni silu fg' (viz obr. 17). Na zakladé této

3

Uvahy a vztahu (12) Ize pséat >} Fex' =0, tj. Kdr+FHdp+FRdz=0 a po dosazeni: U-mgdp+0=10,
=1

Odtud ziskame &r=0. To znamend, Ze rovhovéazna poloha nastava tehdy, pokud se y-ova

v ViV

Prfedstavime-li si pohyb tyCe v souladu s danymi vazbami, tak se jeji tézisté bude pohybovat
po Casti kruznice. V misté, kde nastava rovnovaha, se y-ova souradnice jeho polohy skutecné
nemeni.

Polohu tyce je dobré popsat pomoci Uhlu &, ktery svira tyC s kladnou ¢asti osy x. Pak Ize pro y-ovou
soufadnici tézisté, ktera je zdavisla na Uhlu &, psat: r=Ismf-atgd Proto
]
cost &

]59. Vzhledem k tomu, Zze ma platit & =0 pro vSechna &4, musi byt

g
Sy= 2 5a=|lcosd-
48

a _ v
Icosf- ——=10, Odtud ziskame, ze cos 8= #E.
cog® S I

Ty¢ je v rovnovazné poloze, svirad-li s vodorovnym smérem Uhel #, ktery je dan vztahem cos = 3\(%

Obr. 17
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