Metody reseni Lagrangeovych rovnic

Lagrangeovy rovnice druhého druhu (41) resp. (47) jsou obycejné diferencialni rovnice druhého
radu, které je mozno resit rliznymi zplsoby:
1.  numericky pomoci pocitace - vypocet je ale nutné peclivé kontrolovat, abychom
ziskali skuteCné spravna feseni rovnic i z fyzikalniho hlediska;
2. pouzitim zjednodusSujicich aproximaci (vétsinou linearizace problému a tedy
i feSenych rovnic) - nutno provadét pouze za urcitych predpokladd a fyzikalné korektné
(napfr. feSeni pohybovych rovnic matematického kyvadla);
3. exaktni feseni pomoci tzv. prvnich integralu (integralt pohybu).
Lagrangeovy rovnice ¢asto samy davaji navod, jak je resit. Pokud zavedeme integraly pohybu,
zjednodusSime si rfeseni rovnic.
Kazdy integral pohybu se totiz pomUze zbavit jedné tecky v derivaci funkce.
INTEGRAL POHYBU JE VYRAZ TVARU

Fa 't = homst., (80)

KTERY V KAZDEM OKAMZIKU NABYVA STEJNE HODNOTY (KONSTANTNi HODNOTY),
KDYZ HO VYCiSLIME PODEL LIBOVOLNE TRAJEKTORIE POPSANE ROVNICI qj=.:3j(rj (PrRO
J=L%4..n), KTERA RESi POHYBOVE ROVNICE.

Do vztahu (80) tedy dosadime skute¢né funkce &' =#'(#) a &' =4(¢1 a hodnota tohoto vyrazu
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pak bude tedy pofad stejna, tj. f{qjlif),ci'j(fﬁsf)=5wmf. Jinymi slovy E(f)=ﬂ plati pro kazdou

trajektorii, ktera je déana svymi pocateCnymi podminkami.

Podél jiné trajektorie bude vyraz (80) nabyvat také konstantni hodnoty, ale bude to jina
konstanta, nez u predeslé trajektorie.

Pfed dalSim tvrzenim, které usnadni vypocty Lagrangeovych rovnic druhého druhu, zavedeme
pojem cyklicka souradnice.

ZOBECNENA SOURADNICE, NA KTERE NEZAVISi LAGRANGEOVA FUNKCE (48), SE
NAZYVA CYKLICKA SOURADNICE.

A nyni jiz uvedeme zminované tvrzeni.
POKUD LAGRANGEOVA FUNKCE (48) NEzZAVISi NA NEKTERE ZOBECNENE
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SOURADNICI g, PAK VYRAZ ; JE INTEGRALEM POHYBU.
g

Dlkaz tohoto tvrzeni je snadny: z j=L %4 ..i-Li.i+]l,...n Lagrangeovych rovnic druhého druhu
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vezmeme j-tou rovnici —[a] P =0, Podle predpokladu tvrzeni nezavisi Lagrangeova funkce na
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souradnici &, tedy §=D. Po dosazeni do i-té Lagrangeovy rovnice ziskame " Q =0 a3 tedy
aL
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o7 sf. Proto 2 £, kde fje integral pohybu (80).

Priklad: Uréete integraly pohybu v langrangianu L= 1§m {r:‘ 45 +22)— V(z).

Redeni: Lagrangian zavisi v tomto pfipadé na kartézskych soufadnicich x, y a z. Ovéem na x a na y
nezavisi explicitné (zavisi na Casovych derivacich téchto souradnic). Proto jsou sourfadnice x a y
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cyklické souradnice a tedy mame dva integraly pohybu: 5 2 e pro které plati 5 T korst. @
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aL . . L . (o
> =my = kst Tedy x-ova a y-ova slozka hybnosti se zachovava.

DalSim integralem pohybu je tzv. zobecnéna energie.
POKUD LAGRANGEOVA FUNKCE (48) NEZAVISi EXPLICITNE NA CASE !, PAK VYRAZ

_ noar .
F‘!(chsJFZ;qJ-L, (81)
j=1 %4

KTERY SE NAZYVA ZOBECNENA ENERGIE (JACOBIHO INTEGRAL), JE INTEGRALEM
POHYBU.
Ma-li byt vyraz (81) integralem pohybu, pak podle podminky (80) musi platit
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hlg, g.t)= ZEQ‘J—L = kemst. Tuto rovnost nyni dokdzeme. Pokud ma byt #(g.4.t)=kmst., musi byt
j=1

%ﬂl. Proto nyni wurcime Uplnou Ccasovou derivaci (81). Ziskame:
dh AL i) w8 ; 8L . A8l -
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Z[ [aq] aqjca] é[aqjq +an3-=3 +3f], Z[aqjq — 85+ ] Po Upravé
dh w{{dfBLY) 3L ;| AL S (dfa ) aL
ziskame —-= —|—|-— |4’ |-=—. Uvédomime-li si, Ze plati [—[ _ J ]-D jedna se
i (EEIREIYE oot 3335550

o Lagrangeovy rovnice druhého druhu (viz (47)) a ze %ﬂ] (podle predpokladu definice zobecnéné

energie (81)), pak %ﬂl :

Priklad: Urcete integréaly pohybu v langrangianu L= %m [#+5%+2°)-7 (5.5, 2).

Redeni: Vzhledem k tomu, Ze napsany lagrangian nezavisi explicitné na ¢ase, mdZeme definovat
L . 8L . Al

zobecnénou energii pomoci vztahu (81): h=a—x+£}f+gz L. Po dosazeni a po postupnych

Upravach dostaneme: i =ms® +my? +mz -%m[f‘ +P )4V (xp,2) = E—m{x%}%%zg)w(x, F 2 =TV,

V tomto SPECIALNIM PRIPADE jsme tedy ziskali i =T +¥ = konst., tj. zdkon zachovani mechanické
energie. Obecné ovSem zobecnéna energie nemusi byt vyjadrenim zakona zachovani energie.
V tomto pripadé je to dlsledek specialni podoby lagrangianu.

Presto je zobecnéna energie h v nékterych pripadech rovna celkové mechanické energii
systému.

ZOBECN!VENA ENERGIE DEFINOV!-\NA VZTAHEM (81) JE ZAKQNEM ZACHOVANI
MECHANICKE ENERGIE TEHDY, KDYZ SE JEDNA O POHYB HMOTNEHO BODU V POLI

KONZERVATIVNICH SIL, KTERE JSOU OMEZENY HOLONOMNiIMI A SKLERONOMNIMI
VAZBAMI.

Reonomni vazby totiz energii systému dodavaji nebo odebiraji.

DUkaz tohoto tvrzeni provedeme rozpisem kinetické energie T a naslednym dosazenim do
vztahu (81).

P kinetick i t N h tnych bod0 plati —1 EENm —i 2 —1 EE m —i —i
ro Kinetickou energill soustav motnyc oau atl: T'= i = i .
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Vzhledem k tomu, ze ' =+ {4’(¢]] (podle podminky (31)) pro i=L2..3% a j=L12..7 (n je pocet
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stupnl volnosti), mdZzeme psat T = EZ Z —q Z—cg Po Upravéch, pfi kterych zaménime také
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pofadi s¢itancl, dostaneme T-= Z Zzaqrcz’—q —ZZZ —qcz’ Oznacime-li
I=] fml T=l 5l 1-1
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A = Z , mdzeme pro kinetickou energii mizeme psat: T=2.>. A.4°4" . Nyni uz Ize na
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zaklade vztahu (81) psat zobecnénou energii: == Z—_jch -L= a—qjqj -T+F,
j=1 j=1
V posledni sumé se derivuje pouze kineticka energie T, protoze potencialni energie V nezavisi

na zadné zobecné&né rychlosti 4.

Dosazenl'm z rozepsané kinetické energie ziskdme:
1 n n L I h
T .= T nt
h= ZZZ[ aqlq + A ] STV = Y Y (A48T + g ) - TV =
jm=l T=l cml jul T=l £l
n I h I n n

= ZZZ(&;ﬁfé‘jés+4§é‘rﬁféj)-T+V =ZZE(4;@"IQS +*’L]rs':i'r':i's}_r +F . S vyuzitim zavedené kinetické

jml Tml cml =l Tl cml
energie Ize tedy psat: h=T+T-T+¥ =T +¥ = F = fonst.
Tim je dikaz ukoncen.
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