HamiltonGv variaéni princip

Pro dalsi vyklad je nezbytné pochopit pojmy variace funkce &) a variace funkcionalu &5 .
Tyto pojmy vysvétlime na pfikladu, v némz budeme uvaZzovat pohyb jedné Castice po pfimce.
Zavislost zobecnéné souradnice g na Case t je zobrazena na obr. 52. Je to jedna z mnoha zavislosti,
které mohou popisovat dany pohyb. Funkce [t je hladka funkce, kterad vstupuje jako parametr
lagrangianu do vztahu pro akci S (vztah (131)). Hodnota funkce #(t] v ¢asech # a f1 (tj. poloha bod
A a B) je dand - jsou to pocatecni podminky reSené ulohy.

f
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Obr. 52

Nyni sestrojime funkci g(t)+dg(t) tak, ze v kazdém casovém okamziku v intervalu (f;%)
pri¢teme k funkéni hodnoté funkce #(t] hodnotu & (). Vzhledem k tomu, Ze hodnoty funkce (1)
v Casech #; a ¥ jsou dany, plati

g () =dg(ty) =10, (132)

Vytvorime tedy trajektorii, kterad se od té ptvodni ,0 trosku” lisi, a budeme hledat tu spravnou
(v pfirodé realizovanou) trajektorii, kterda ma minimalni, maximalni nebo ,.skoro stejnou” akci.

Vyse popsanym zplsobem jsme provedli tzv. izochronni variaci.
IZOCHRONNI VARIACE JE TAKOVA VARIACE, PRI NiZ K FUNKCNi HODNOTE FUNKCE 4
V BODE ! (TJ. K git]) PRICTEME HODNOTU dg(t] A ZISKAME FUNKCNi HODNOTU

FUNKCE g[t)+dg(t] v CASE 1.
To znamena, ze krfivku g(t] ,prisSpendlime” v bodech A a B (dle obr. 52) a tuto kfivku

~deformujeme” jen tak, ze ji natahujeme ve smeéru osy q. Nenatahujeme ji ve sméru osy t - takové
deformovani by uz nebyly izochronni variace.

Funkci () pfifadime akci &[g(f)] a funkci g(t)+dg(t) akci 5[a(f)+52(t]] a miZzeme definovat
variaci akce, kterd pfislusi funkci ¢(t) a variaci funkce dy(t):

55=5[qlt)+5q(t)]- S[alf)]. (133)

Protoze hledame funkci (1) tak, aby &5=10 pro kazdé dz(t], musime pro funkce blizké funkci ¢t}
ziskat podobné hodnoty akce S. To znamena, ze &(t] nebude tak velké, jak je ilustrovano na obr.
52. VétSinou Ize psat

dg(t) = en(t), (134)
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kde #—10. Potom ovsem &5 je linearni diferencial (tzv. Frechetlv diferencial).
&t je tedy infinitezimalné malé.

Popisuje-li funkce #(t) trajektorii pohybu dané soustavy a méni-li se akce S pfri prechodu od
funkce ft) k funkci () +dg(t), pak #(t) popisuje trajektorii, kterd je sice mozn4a, ale neni to
skute¢na trajektorie, po niz se dany systém skutecné pohybuje.

Priroda prosté takové trajektorie, u kterych se pfi jejich malé zméné méni S, nema rada.

Nutna podminka pro spinéni vztahu (130) je skutec¢nost, Ze funkce #[t) musi resit Eulerovy -
Lagrangeovy rovnice. Tyto rovnice jsou obecné diferencidlni rovnice druhého radu. Specialni volbou
funkce prechdzeji na Lagrangeovy rovnice druhého druhu (47). Proto nyni dokazeme, ze z podminky
(130) plyne existence Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Vyjdeme ze vztahu (133), do kterého dosadime z defini¢niho vztahu akce S (131). Dlkaz

provedeme rovnou pro j zobecnénych souradnic (J=L2....n, kde n je pocet stupnl volnosti).
Dostaneme tak

65 = Z(S[ f)+6g()]- 5[4 (6)]) = ZHL(.:; 1+egi (), S () +58 (1. 4)- L[ (9). £ (1), 1)) & . DOleité je,

1 t

Ze symbolem 4 i) (resp. &g’ '(+]) rozumime ¢asovou derivaci zobecnéné souradnice (resp. variace

funkce), tj. 47(¢) = dq;f:' (resp. &4 =—d{§§m ).

Nyni provedeme Taylor(v rozvoj lagrangianu, ktery je zavisly na variaci funkce déit). Z ddvodu
vySSi prehlednosti jiz nebudeme vypisovat argumenty lagrangidnu L. Ziskame tedy

ar . . 2 : 2

&5 = §1[1+—5 (£ + a—q_chT-:;J(fHD[(cfch(f)) J—L]df, kde D({ﬁcgj[!‘]) J je chyba, kterd vznikd pfi
!

zanedbani ¢lend obsahujicich vyssi mocninu variace funkce &(t). Vzhledem k tomu, Ze variace

funkce je definovana vztahem (134), je chyba vznika pouzitim Taylorova rozvoje mala. Dostavame

tedy

aL , j
55= ZI[ _jﬁqJ(rj]dr_ (135)
=1 i}
Vzhledem k tomu, Ze jsme provedli pouze izochronni variace, neni v pravé provedeném

M o ar .
Taylorové rozvoji vyraz Ec?f, nebot dt=0

Je dobré si uvédomit, ze derivace podle ¢asu popisuji zmény v Case (tj. podél osy t na obr. 52),
zatimco variace dz(t] popisuji zmény funkce [t (tj. zmény podél osy q).

Z izochronni variace funkce [t} také vyplyva platnost identity

. I
:ﬁ"J =|:5'd3 - Ef"‘]. ]_
q(fj drdrf 7 (136)

Vztah (136) rika, ze ¢asové a prostorové variace jsou pfi izochronni variaci na sobé nezavislé
(zmény provedené v ¢asu a zmény provedené v prostorové souradnici jsou tedy libovolné).
Dosadime-li identitu (136) do vztahu (135) dostaneme vyraz

] Sl
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ve kterém je clen B—JE(@J) Ten miZzeme upravit, pokud rozepiSeme ¢asovou derivaci soucinu

AL ar TEATE
22 gy 4 PR 5
25 7. Plati [ chcz] df[aqj] g+ J&[ 7'}, odkud

gl d ; d| 3L ; d| 3L
= 2 laa) =2 2 ag |- & i
ag dt q) df[aql q] dt[a.:g] T (138)

Nyni dosadime vyjadreni (138) do vztahu (137) a integral souCtu dale rozepiSeme na soucet
dvou integrald. Dostaneme tak

I S AL 4 aL
55 = — &g’ f:l: + [————]JQJ df | 139
é[aqj ] - ZI o w0 (139)
2l P a - ar -
Prvni ¢l Y 139) Ize psat ve tvaru ——dg’ fI =———dg [ty )- ————da’ ;) .
rvni ¢len vyrazu (139) p Zj_l',{aqj () ) (ta) PRI (t2)

Vzhledem k platnosti podminky (132) je tento ¢len nulovy. Proto mlzeme vyraz (139) prepsat
ve tvaru

L

a4 aLy.
S5= — - — &g () 140
Jl%"[acf ﬁﬂq]] (40

Vyraz (140) ma byt nulovy, protoZze pozZadujeme splnéni podminky (130). Ta ma ale platit pro
véechny variace funkce &' (¢} (pro j=12...1n), coz znamena, Zze musf platit

el dar
525

coz je zapis Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

Dokazali jsme tedy, ze z podminky (130) vyplyvaji Lagrangeovy rovnice druhého druhu (viz
vztah (141)). MGZzeme tedy fici, Zze platnost rovnic (141) je nutnou podminkou pro to, aby platil vztah
(130). Vzhledem k tomu, Ze Lagrangeovy rovnice druhého druhu jsou ekvivalentnim popisem
mechaniky jako Newtonovy rovnice (Newtonovy rovnice jsou specialnim pfipadem Lagrangeovych
rovnic), Ize i Newtonovy rovnice odvodit z Hamiltonova formalismu a z podminky (130).

HamiltonCv formalismus vzbudil v dobé jeho zavedeni i pozdéji fadu i teologickych spord. Zdalo
se zvlastni, ze nékdo zna pocatecni bod pohybu i koncovy bod pohybu a na zdkladé toho vybird
trajektorii, po niz se hmotny bod pohybuje. Ve skute¢nosti se jednad ovsem jen o dalsi efektivni popis
reality (mechaniky, elektfiny a magnetismu, ¢asti obecné teorie relativity, ...).

Skutecnost, Ze je dan pocatecni a koncovy bod pohybu, vyplyva z podminky (132) na variaci
funkce dg(t).

Pravé popsany princip Ize zobecnit i napf. na pohyb tekutiny, na déje v elektromagnetickém poli
a do dalsich obor( fyziky. Obecné Ize tento princip zobecnit i na nekonecny pocet stupnd volnosti - tj.
na spojité kontinuum. Hamiltondv princip Ize tedy zobecnit i pro teorie pole.

Zakladni idea zobecnéni variacniho principu na nekone¢né mnoho stupnl volnosti spociva
v pfechodu od diskrétniho rozlozeni zobecnénych soufadnic g (1, kde J€ ™, ke spojitému rozloZeni

7" [#], kde » <R, Zobecnéné souradnice ve spojitém prostredi zapisujeme vétsinou ve tvaru g(t.x},
ktery Ize chapat jako spojitou limitu g'[f), a ktery Ize povazovat za z&pis funkce dvou proménnych t
a x. Analogicky mlzeme pokracovat se souradnicemi y a z a ziskat tak popis fyzikalniho pole pomoci
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veli¢iny ®(t.x,»,2) . V zavislosti na tvaru zapisu této fyzikalni veli¢iny Ize odlisit rizné typy poli:

1. ®ifxpyz =¢{x“) - popisuje skalarni pole;
2. ®(trypzl=4 [x“) - popisuje vektorové pole v ramci elektromagnetického pole;

3. ®(txrz)=gy(") - popisuje tenzorové pole v ramci obecné teorie relativity.
Pro kazdy z téchto pripadl plati podminka (130).

V roce 1890 nasel némecky matematik a fyzik Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz
(1821 - 1894) akci S, pro kterou z podminky (130), vychazeji Maxwellovy rovnice popisujici
elektromagnetické pole.

Existuji i specialni akce, na zakladé kterych dostaneme popis geodetik v ramci obecné teorie
relativity.
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