Uloha o brachistochroné

Uloha o brachistochroné sehréla v historii fyziky d@leZitou dlohu. Nejen, Ze stala u zrodu
diferencidlniho poctu a integralniho poctu, ale stala se také motivacni Ulohou pro formulaci
Hamiltonova formalismu a Hamiltonova varia¢niho prinicpu.

Zadani této Glohy je néasledujici: Dva body A a B, které se nachazeji v rlznych polohach v
gravitacnim poli, ovSem ne na stejné svislé primce (viz obr. 53), se maji spojit takovou kfivkou, aby
pohyb hmotného bodu z bodu A do B trval minimalni ¢as.

Pfi feseni je nutné si uvédomit, Ze prirlistek ¢asu, prispivajici k celkovému casu t, po ktery se

hmotny bod po hledané kfivce pohybuje, je df= %, kde dije prirlstek drahy, kterou hmotny bod

*3
urazi. Pro celkovy Cas t tedy plati £ = I
"

3
tvaru dj:.fl(dxjj+|1d}rf = 1{%] dr=fl+y2dr (na obr. 53 jsou vzdalenosti kvili ndzornosti

df

—. Prirlstek drahy 4 je mozné vyjadrit na zakladé obr. 53 ve

prehnané velké). Pro velikost rychlosti v zavislosti na souradnici y ze zakona zachovani mechanické
energie vyplyva vztah v(yi= 2z . Pro ¢as t tedy dostdvame

r=LT 1+~Fﬂdx (147)
o K

A tento Cas ma byt podle zadani Ulohy minimalni. To ovSem znamena najit extrém funkce t
(definované vztahem (147)) v zavislosti na prabéhu funkce »{x).

Obr. 53

Redenf Ulohy Ize nalézt pomoci Eulerovych - Lagrangeovych rovnic; pro Géely této Glohy bude

]
vhodny konkrétné tvar (146). Pro funkci F pfitom plati: 7y, 3= {1”’ . Podle rovnice (146) tedy
¥
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mlizeme psat ,j—— -y'———2__ = & a tuto rovnici dale postupné& upravovat.
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Levou stranu rovnice rozsirime a ziskdme rovnici
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1+}?r2 }“'2
odmocnime levou stranu. V ziskaném tvaru rovnice Tl =
\,(}’[14‘}’ ) J.P(H.P

) =K pfevedeme levou

1
stranu rovnice na spole¢ného jmenovatele },(1+y'3) =% 3 zapiteme v piehledn&jsim tvaru

1
y{1+y'2:]= 7, kde ;= F= Irowst.

Dilezité je si uvédomit, Ze hleddme vyjadreni funkce y - tj. kfivku, po niz se hmotny bod
pohybuje.

Nyni zavedeme substituci ve tvaru

= cotg? (148)

a mdzeme pokracovat v dalSich Upravach.

Do posledniho tvaru rovnice dosadime substitucni vztah (148) a ziskame .;t=[1+ccltg2 %J= 1. Nyni

¢
cos —
rozepiseme funkci kotangens podle jeji definice: r|1+ =(]. Dale prevedeme na spolecného
sin® o
2
! _¢
jmenovatele a s vyuzitim zndmé goniometrické identity ziskdme rovnici }?Sng_ !, kterou mdzeme
2
psat ve tvaru y= ¢ smf‘g .
PouZitim goniometrického vzorce ziskame rovnici
1-
r=10 Zﬂsw . (149)

Nyni si pripravime nékolik dil¢ich vypoctl, které ndm umozni najit reSeni snadnéji. Jednak na
zakladé substituce (148) miZzeme psat

1

dr = dr
cmgf (150)
2
a dale diferencovanim rovnice (149) dostaneme
a;::cﬁi;l—@’a@. (151)

Dosazenim vyjadfeni (151) do vztahu (150) postupné =ziskdame

1 sing singr Esm%.cusg 2@ |- cos
dr = G—rde=0 - ; dp=Cidn’ Zdp, takZe dostavéame vztah dr=( L

@
cotg = cos—
gZ 2

. v v _ v Vs o v s C hd v e (Y 7
jehoz reseni muzeme psat ve tvaru » = ?1]' (1-cosw) der . ReSeni tedy muzeme psat ve tvaru

x=Clw—dng)+ 5, (152)



Ze vztahu (151) mdzeme vyjadrit » = CI singdg a dostaneme

F=-Creosg+yy, (153)

Konstanty #; a ¥ vystupujici ve vztazich (152) a (153) ur¢ime na zakladé pocatecnich
podminek Ulohy. Ma-li bod A, ktery lezi na cykloidé resici zadanou Glohu, souradnice [xa:¥s] (viz obr.
54), mlzeme vztahy (152) a (153) psat ve tvaru x, =C[0-sinli+x% a zdroven ry =-CrosO+y,,
Dosadili jsme také #=0, protoZe cykloida v bodé A zacina. Po Gpravé dostdvame »=7x4 a
Fa=C+y, . Vztahy (152) a (153) mdZeme tedy psat ve tvaru

r=Cw-dngl+x, a y=C(l-cosg)+pa, (154)

coz jsou parametrické rovnice cykloidy. Trajektorie, po niz se musi pohybovat hmotny bod mezi
dvéma zadanymi body, aby se pohyboval nejkratsi Cas, lezi tedy na cykloidé.

Pro vykresleni cykloidy mezi uvazovanymi dvéma body A a B je nutné znat hodnotu konstanty C
a maximalni hodnotu #, Uhlu #, v zavislosti na kterém se cykloida vykresluje. Tyto hodnoty Ize
ziskat pomoci koncového bodu cykloidy B, ktery méa soufadnice [xg;»z]. Bodu B pritom odpovida
hodnota Uhlu # =@, , kterou dosadime do rovnic (154). Vzhledem ke tvaru parametrickych rovnic
cykloidy (154) je zfejmé, Ze reSeni nebude mozné ziskat analyticky. Budeme muset pouzit
numerické reseni rovnic. Nicméné pred numerickym feSenim se vyplati provést nékolik Uprav rovnic
(154).

Do rovnic (154) tedy dosadime sourfadnice bodu B a vylou¢ime z nich parametr C, ¢imz
dostaneme jednu rovnici ve tvaru (g —xa){l-cosgy )= (¥e —Fa )¢ —dng ) . Déle rovnici upravime do
tvaru

Xp _IA_E.PB _.Fﬁ.j';i?m = (IB —IA)CUS% _(.FB _.PAJSin';Fm . (155)
Podle obr. 54 Ize pro Uhel #; psat
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(156)

a proto vztah (155) prepiSeme v takovém tvaru, do kterého pozdéji snadno dosadime vztahy (156):
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Obr. 54

, o .. xp =%y~ [P —Fu) o
Po dosazeni ze vztahu (156) dostaneme rovnici \{( P )
Y T Aa FE ~Fa

kterou mlzeme s vyuzitim goniometrickych vztahl psat ve tvaru

== sitighy COSgh — COSy Sitgg
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3 U’B ‘J’A:"?’m
Jom—xa ) +(rp - pa)’

= sinfon —@) (157)

Ziskali jsme tedy rovnici, na zakladé niz je mozné numericky urcit hodnotu Uhlu #y, . Poté je
mozné urcit hodnotu parametru C pomoci jednoho ze vztahd

= BT Fa =}?B_fﬁ. (158)
g-dng l-cosg’

Tim je cykloida, ktera hraje ve fyzice velmi dlleZitou Ulohu, jednoznac¢né popsana.

S cykloidou se fyzikové setkavaji Casto: popisuje rozpinani vesmiru, nizozemsky matematik,
fyzik a astronom Christian Huygens sestrojil cykloidalni kyvadlo, jehoZ frekvence nezavisi na

pocatecni vychyice, ...
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