Zavedeni uhlové rychlosti

Uvazujme libovolny ¢asové zavisly vektor w(f) , ktery budeme zkoumat jak v pevné bazi {5;} ,
tak v korotujici bazi {5{’(:‘}} :
Korotujici baze {&(#)} je skute¢né zévisl4 na ¢ase, nebot rotuje spolu s tuhym télesem.

Souradnice wi(t) resp. wi(t] vektoru w(f] mdZeme vyjadfit v obou uvazovanych bézich pomocf
vztah(

w(f) = w (the; (229)
resp.
wit) = w(t)el (1) . (230)

Ve vztahu (230) se méni v zavislosti na ¢ase jak soufadnice uvazovaného vektoru, tak vektory
korotujici baze. Pro bazové vektory obou bazi pfitom plati vztahy

dlf)= A (a a o lf) = A (1)e] (231)
a dale plati

Ay Ay = Oy (232)

Vztahy (231) a (232) jsou analogické jako vztahy (226) a (227) jsou jen prepsany ve vhodnych
indexech pro daléi odvozovani. Pro ¢asovou zménu vektoru w(s) vi¢i pevnému inercidlnimu
systému mlzeme postupné psat:

(233)

Vektor w(s) popisujeme vzhledem k pevnému inercialnimu systému, ale vyjadfili jsme ho jak
z hlediska pevné baze, tak z hlediska korotujici baze.

Byly by dalsi dvé moznosti, jak situaci vySetrovat: definovat vektor vzhledem k soustaveé, ktera
se pohybuje spolu s tuhym télesem a vyjadrfit ho jak v korotujici bazi (jeji vektory by se v Case
neménily), tak v pevné bazi, jejiz vektory by se tentokrate meénily. Vztazna soustava by se totiz
vici pevné bazi pohybovala.

S vyuzitim obou vztahd @31), mdzeme vztah (233) prepsat ve tvaru
dw(t)  dw!(#)

— i & () +w(£) d’i[f} & = o (1) & (1) +w(£) df]":‘ir[f:' 4, (t)e!. Dostadvame tedy vztah
aw () _ awf () i e ot
v némz jsme oznacili
qg- Yy (235)
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Vztah (235) Ize téz zapsat v ekvivalentnim tvaru

dA 7
Q=247
e (236)

zavedli jsme tedy matici 8 s prvky &% definovanymi vztahem (235).
Dlvod, pro¢ je matice znacena bez Carky a jeji prvky s ¢arkou, bude vysvétlen pozdéji.

Lze vyslovit nasledujici tvrzeni:
MATICE 2 JE ANTISYMETRICKA.

Toto tvrzeni snadno dokdzeme. Prvky matice & splnuji relace ortogonality (232), nebot na

z&klad@ nich byla matice & odvozena. Casovou derivaci vztahu (232) dostaneme %Ak + .4, %ﬂl,
oo oddy A e . . .
odkud vyjadrime p A=Ay ot Vzhledem k symetricnosti matice A muzeme psat

%Aﬁc =—%Ak a na zakladé vztahu (235) dostaneme Lf =-Lj, coZ znamena, Ze matice 2 je

antisymetrickd a ma tedy jen tfi nezavislé prvky. Podle pravé odvozeného vztahu je zfejmé, Ze na
hlavni diagonale matice & jsou nuly, takze zbyva urcit jeji tfi nezavislé prvky. Ostatni tfi jsou jiz
jednoznacné urceny - jsou to opacna Cisla k ¢isldm vyjadfujici ony tfi nezavislé prvky uvazované
matice.

Proto mUZeme provést tzv. prirozené mapovani (pfirozené zobrazeni, operaci duality), pfi
kterém antisymetrické matici priradime vektor i se slozkami:

g;% 2% (237)

kde & je Lewi-Civitdv symbol (Lewi-Civitlv tenzor). Provedeme-li naznaceny soucet podle
proménné k, dostaneme

0= (0 0 ) = (- Q5 ) (238)

. v — oy o 1
Pro i-tou slozku vektoru £ mlzeme totiZ psat i = - (Ei1252 + 20302 + 82120 + B s + Em Sy +Em %),

pri¢emz jsme nepsali ty ¢leny, které rovnou obsahuji dva stejné indexy (napf. £g:5% ). Lewi-CivitiGv
symbol, ktery ma dva indexy stejné, je totiz nulovy.

Vektor ) definovany vztahem (237) je vektor thlové rychlosti otaceni tuhého télesa.
K vektoru £ je nutné uvést nékolik poznamek:

1. [} je dudini pseudovektor a to proto, ze pfirozené mapovani provedené vztahem (
237) (tj. definice jednotlivych slozek vektoru £i) neni jednoznacné: pfi zméné
levotocCivé baze na pravotocivou bazi (nebo naopak) se zméni znaménka jeho souradnic.
Tato zména znamének by ale neméla nastavat Casto - ve fyzice se k popisu
pohybujicich se hmotnych bodl a téles pouziva levotocivy kartézsky systém souradnic
(tj. ten, ktery ma osy x, y a z orientovany podle pravidla pravé ruky). Skute¢nost, ze i
je pseudovektor vyplyva z toho, Ze i Levi-Civitlv symbol & je pseudovektor.

2. Prifazeni pomoci vztahu (237) Ize korektné provést jen ve trojrozmérném prostoru,
nebot matice 2 ma tfi nezavislé prvky a vektor £3 ma také tri nezavislé slozky.

V teorii relativity, v teorii elektromagnetického pole a dalSich oborech fyziky je nutné
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popisované pfifazeni provést tak, ze matici prifadime matici (nikoliv vektor).

3.  Vektor 2 ma slozky definované vici korotujici bazi {5;} , proto jsou jeho slozky
i prvky matice 8 oznaceny symboly £ resp. £%.
Tim je vysvétlen zdanlivy rozpor ve znaceni ve vztazich (235) a (236).

a
Analogicky Ize vytvofit z vektoru matici, tj. napsat ke vztahu (237) dudlni vztah ve tvaru
L = e Ly (239)

Ve vztahu (239) ve srovnani se vztahem (237) chybi Cinitel 0,5. To proto, Ze na levé strané
vztahu (239) je veliCina indexovana dvéma indexy a existuje tedy jedina moznost prifazeni.

Nyni budeme pokracovat v Upravé vztahu (234), ve kterém nejdrive provedeme zaménu indexu:
d; f Ij-]*‘l-?'|I Fl— — I.'i-'l-‘l-?!l Fl— —
B0 L 20 3y iy et = A0 1) i) gl

Tato Uprava se pouZziva proto, aby se zprehlednil zapis daného vztahu nebo aby se sjednotilo
znaceni indexl u veli¢in, které spolu souviseji.

Dosazenim ze vztahu (239) ziskdme dWTFfL d"i(f)_?[rj+w;(fjem 2. Provedenim cyklické

dw(f)  dw{(s)
Ta &
vektoru w mizeme v daném soucinu umistit na jakékoliv misto, nebot wi{t] je slozka vektoru (tedy
Cislo). DalSi Upravou je vyuziti definice vektorového soucinu:

zémény index{ Levi-Civitova symbolu dostaneme & [£) + e, wi(F)e! . Souradnici wi(t)

dwlt) dw(f o, g o
- & eilzf:]+{ﬂxw)iei. (240)

Tento vztah popisuje ¢asovou derivaci libovolného vektoru w vzhledem ke zvolenému
inercialnimu systému v prostoru vyjadfenou v korotujici bazi {5;} V pravé uvedeném vztahu
Ly dw 1] —, N - v y C . .
popisuje Clen W:T”e;(rj zmeénu vektoru w, jehoz souradnice jsou definovany vztahy (229) a (230),
vi¢i korotujici bazi {5;} a ¢len (ijﬁ};e_j odpovidad pfechodu mezi dvéma béazemi pfi popisu

uvazovaného tuhého télesa rotujiciho Ghlovou rychlosti .

Plati-li dany vztah mezi uréitymi vektory v jedné bazi, plati v kazdé bazi. Proto mlzeme psat

dW(fj - Higpeo I:f:l e (241)
3 df

bez ohledu na konkrétni bazi.
Tento vztah je velmi dllezity, a proto vyZaduje nékolik komentard:

1. %w a —dw;‘?m jsou dva rlizné vektory, nikoliv jeden vektor vyjadreny v rlznych bazich;
2. pokud zvolime w=7r, kde 7 je polohovy vektor popisujici polohu objektu na rotujicim

tuhém télesu, pak ¢len %" = % definuje rychlost pohybu hmotného bodu na tuhém

télese vaci vnéjsimu pozorovateli;

—_— —

3.  pfistejné volbé pak ¢len %%=dr“%r° definuje rychlost pohybu hmotného bodu na


http://fyzika.jreichl.com/index.php/main.article/view/137-fyzikalni-veliciny-a-jejich-jednotky
http://fyzika.jreichl.com/index.php/main.article/view/141-operace-s-vektory
http://fyzika.jreichl.com/index.php/main.article/view/6-rychlost-hmotneho-bodu
http://fyzika.jreichl.com/index.php/main.article/view/2-mechanicky-pohyb

tuhém télese vUci tomuto tuhému télesu

‘]

M{zeme si predstavit situaci zobrazenou na obr. 60. Po koloto¢i se pohybuje technik a jeho
pohyb pozoruje dité na kolotoci i pozorovatel mimo kolotoC. Dité na kolotoci vnima pouze vlastni

—_—  —

Obr. 60

. oy v . d dr , vo o
pohyb technika vuci kolotoCi (popsany vyrazem %:% ), zatimco pozorovatel zvendi vidi

rotacni pohyb technika na kolotoci: k tomu, co pozoruje dité musi pridat jesté obézny pohyb
kolotoce (Clen Gixw=Gxr Ve vyrazu (241)).

Koloto¢ zobrazeny na obr. 60 predstavuje specidlni otaceni: otadeni s pevnou osou (rotace
S pevnou osou).
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