Tenzor setrvacnosti

Tenzor setrvacnosti zavedeme nejdfive bez ohledu na souradnice; ty urCime az nakonec
odvozovani.

TENZOR SETRVACNOSTI POPISUJE SETRVACNE VLASTNOSTI TUHEHO TELESA VUOCI
ROTACNIiMU POHYBU.

Tenzor setrvacnosti tedy udava nechut tuhého télesa k rotacnimu pohybu analogicky, jako
udava hmotnost (setrvacna hmotnost) hmotného bodu nechut k jeho transla¢nimu pohybu.

Vyjdeme z celkového momentu hybnosti 7, tuhého télesa, ktery je definovan vztahem
— H -
L=%r"xp", (258)
a=l
ve kterém se scita pres vsechny body tuhého télesa, tj. od jedné do N. Kazdy bod tuhého télesa je

charakterizovdn hmotnosti m*, polohovym vektorem ,= a hustota objemového elementu je ,o{r“) -
viz obr. 64.

Obr. 64

Vztah (258) mdzeme dale upravit s vyuzitim definice hybnosti a s vyuzitim vlastnosti
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vektorového soucinu. Dostavame tak L=Zr“ xm“v“=zm rtwy —Zm“r X— S vyuzitim vztahu (
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241) pak mdzeme v Upravach pokracovat: L= Zm ] R +Cxr® |, Plati dr__o, nebot
a=1 df

popisujeme pohyb tuhého télesa jako jednoho celku a jeho jednotlivé elementy se proto vzhledem
k sobé nepohybuji. Mizeme tedy psat
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Pravdivost rovnosti ¥ _ 3 je zfejma v analogii s pohybujicim se détskym kolotocem: konik,
df

auticko, ... na détském kolotoci jsou vzhledem ke kolotoci v klidu.

Nyni vezmeme libovolny pomocny vektor &, ktery zatim nemd z&dny fyzikaIni smysl, a do jeho
sméru promitneme vektor momentu hybnosti Z. Nasledujici Gvahy provedeme obecné a teprve az
potom ddme vektoru & fyzikalni vyznam. Promitnuti vektoru & do sméru vektoru I provedeme
pomoci skalarniho soucinu téchto dvou vektord. S vyuzitim vztahu (259) dostaneme
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Uvédomime-li si, Ze absolutni hodnota smiseného soucinu vektorl 4, » a ¢ ve tvaru ﬂ-(bxc)

urCuje objem rovnobéznosténu, jehoz tfi strany vychazejici z jednoho jeho vrcholu jsou

reprezentovany vektory a, & a ¢, je zfejmé, Ze uvedeny zapis smiseného soucinu mizeme psat
v dalSich tvarech. Uvedené poradi nasobeni vektord totiz neni jediné - pri ur¢ovani objemu
rovnobéznosténu nezavisi na tom, v jakém poradi vynasobime délky jeho stran vychazejicich
z jednoho jeho vrcholu.
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Vztah (260) Ize tedy pfepsat ve tvaru Lé =2 m" [&xr® .{er“ a definovat bilinearni zobrazeni
=1
1{¢,6) predpisem
- —t Gl - - —_
I(f, Q}=Zm“ {fxr“ 2wt (261)
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na které Ize nahlizet jako na funkci dvou proménnych & a Ci.

Hmotnosti m* a polohové vektory ;2 jsou dany vysetfovanym tuhym télesem, vektory & a [l
vstupuji do popisu tuhého télesa ,.zvenci.

Vztah (261) definuje bilinedrni zobrazeni proto, Zze vztah (261) je linearni v obou argumentech
(soucet i soucin jsou linedrni operace). Dvéma vektorlm je timto zobrazenim prifazeno redlné ¢islo,
coz je schéma této struktury. Matematicky je ovsem timto predpisem definovan tenzor.

Vztahem (261) jsme tedy definovali tenzor druhého radu - v nasem pfipadé to je tenzor
setrvacnosti.

Fakt, ze se jedna o tenzor druhého fadu vyplyva z toho, Ze k jeho urceni jsou nutné dva
vektory.

Ve specialnim pripadé lze vztah (261) psat ve tvaru
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télesa Ize tedy psat ve tvaru
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Déle bychom radi vyjadrili prvky % matice I. K tomu je ale nutné zavést bazi, v niz vyjadiime
vSechny vektory v uvazovaném vztahu (v tomto pripadé vztah (262)). Pro obecny tenzor T[f;,;)

plati: T{f:, ;)= T{vi%, wj%) =viij{5;, e_;) , odkud vyplyva, ze
Ti=T{a.4). (263)

S vyuzitim vztahu (263) mizeme psat T};=T(6?,%?)=T(Ame:,ﬁjlgl)=141-|,(A31T(%,5£), takze

dostavame

G = AT (264)

Spravné bychom méli rozliSovat psani hornich indext a dolnich indexd, ale zde to neni nutné,
nebot lokalné pracujeme v kartézskych souradnicich (v kartézské bazi).

Nyni mézeme vyjadfit tenzor § definovany vztahem (261) ve slozkach béze {e;} . Mtzeme proto
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psat 1{£.G) = I[#g. Q) = 0 (5. 2;) a tedy
I{& &)= gy, (265)

Matice I{E 5) je symetrickd matice typu [3.3), jejiz symetri¢nost vyplyva primo z jeji definice
(261): skalarni soucin (pomoci kterého je definovana) je totiz komutativni. To znamena, ze matice
ma Sest nezavislych prvkd.

Dffve nez budeme pokracovat v dal3ich Upravéch vztahu (261), si uvédomime, Ze kazdy vektor ,»

(tj. pro vSechny pripustné hodnoty a) Ize rozepsat pomoci vektorl baze, v niz popisujeme cely
pohyb, ve tvaru

—

Pt = xﬁ‘%, (266)

kde % je k-ta souradnice a-tého vektoru.
S vyuzitim vztahl (263) a (266) mizeme nyni vztah (261) psat ve tvaru:
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Si, ze vyraz (eixek)r predstavuje r-tou slozku naznaceného vektorového soucinu, mlzeme

2 H
= Zmﬂ (E;xxﬁa}.(%xﬁ%) = Zm“x;xf (E;xa)r (E_-'; D-(E{)r . Uvédomime-li
A=l =]

pokracovat v Upravach:
H 5] H H
Iy = Zmnxﬁxfﬂhﬁ‘jr = Zmnxixfﬁ‘m Bl = Zm“xﬁxf {5ij'5k1— 5:'1%‘} = Zmn (%%ﬂx? - 5115ij§fo} . Dostavame
=l 1=l =l =1
tedy
N
Iy =2yt (el - st} ). (267)
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Pokud si nyni predstavime, Ze tuhé téleso, které popisujeme, je slozeno z krychli¢ek (resp.
hranolk() s rdznou hustotou P(;), mUzeme provést spojitou limitu vztahu (267) a ziskame

ji=i|;{;'six1x1—xixj:]p{ﬂdl'” (268)

coz jsou slozky tenzoru setrvacnosti popisujici spojité prostfedi. #, # a *j jsou soufadnice
polohového vektoru vyjadrené v bazi, v niz pocitdme.

Plati nékolik zakladnich vztahd pro pocitani ve slozkach tenzoru setrvacnosti . Prvni z nich je
trivialni a vyplyva prfimo ze vztahu (267) resp. (268):

=1z, (269)

Zaménou indexl se v sumeé resp. v integrandu nic nezméni.
S vyuzitim vztaht (260) a (261) mizeme psat Lé = I(E 5). S vyuzitim vztahu (265) mdzeme ve
slozkach psat Lig = /&L a tedy

Li=Lly, (270)

Dale mzeme vztah (262) s vyuzitim vztahu (265) rozepsat ve slozkach béze a ziskdme

T= lirijc.ziﬂj. (271)



Kinetickou energii T lze vyjadrit v zobecnénych souradnicich, kterymi jsou v pripadé popisu
rotace tuhého télesa Eulerovy Uhly. Za &, 2; a Q3 tedy mdZeme dosadit z Eulerovych
kinematickych rovnic (257). Ziskame tak vyjadreni kinetické energie v zobecnénych souradnicich,
muzZeme vypocitat Lagrangeovu funkci definovanou vztahem (48) a resit Lagrangeovy rovnice
druhého druhu (47).

Matice I je symetricka matice, coz znamenad, ze je mozné ji pomoci vlastnich Cisel a vlastnich
vektorl diagonalizovat. Vlastni vektory Ize v pfipadé matice tenzoru setrvacnosti volit na osach
kartézského systému souradnic. Volbou ortogonalni baze pak ziskdame hlavni Cisla matice I pfimo na
jeji hlavni diagonale. Proto plati

I,-jvj =4y, (272)

kde » je vlastni vektor matice I a 4 vlastni ¢islo matice I.

Ve vztahu (272) je na levé strané vektor, ktery ma obecné jiny smér a jinou velikost nez
vektor na pravé strané tohoto vztahu. A praveé vztah (272) urcuje podminku pro nalezeni takového
vektoru v, jehoZ smér se nezméni po aplikaci matice I. Velikost mGze byt jind - to se pfipadné
»dorovna“ koeficientem 2.

Ortogonalni baze tvorend vektory ¢, &, a e,, které jsou zarover i vlastnimi vektory matice I,
urCuji hlavni osy tuhého télesa resp. hlavni osy tenzoru setrvacnosti, ktery Ize psat ve tvaru

00
1-{o 1, o (273)
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kde 1, I3 a I3 jsou vlastni Cisla matice L.

Vlastni Cisla matice I byla ve vztahu (272) oznacena symbolem &, ve vztahu (273) byla
oznacena jako I, I a ;. Vztah (272) je ,matematicka definice” vlastnich ¢isel a vlastnich vektord
matice, zatimco vztah (273) definuje fyzikalni veliCinu: tenzor setrvacnosti.

Kazdé téleso ma tedy trfi takové osy, pro které ma tenzor setrvacnosti tvar dany vyrazem (273),
tj. ma jen tfi nezavislé slozky na hlavni diagonale. Tyto tfi uvazované osy tuhého télesa prochazeji

v ViV

jeho tézistém a nazyvaji se hlavni osy tuhého télesa. Proto se zkonkretizuje zapis vztahl (270) a
(271), které prejdou na vztahy:

L=ty Ly=1ty a I; = Kl (274)

T=1§{.rlﬂf+.rgmﬁ+.rgﬂ§). (275)
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