Bezmomentovy setrvacnik

Bezsilovy setrvacnik je Spatny nazev pro bezmomentovy rotacné symetricky setrvacnik, ktery
mUze slouzit napft. jako model gyroskopu uloZeného v tzv. Cardanové zavésu. Dalsim velmi dobrym
modelem tohoto typu setrvacniku je Zemé.

Tento setrvacnik je charakterizovan nulovym momentem sil (tj. if =) a rota¢ni symetrii, ze
které pro momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osam vyplyva {; = I; = I, Takovy setrvacnik si
|ze predstavit podobné jako téleso na obr. 69.

Eulerovy dynamické rovnice (290) se tedy zjednodusi na tvar

hoy, = (h-I)0,0, (291)

Z posledni z Eulerovych rovnic (291) dostdvame £l = korst. g tuto konstantu oznacime 4, takze
mame

L = af = howst. (292)

Obr. 69
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muUZeme psat
Ch = @pldy @ = -—@ll . (294)

Derivujeme-li nyni prvni z rovnic (294) podle ¢asu, dostaneme & = a3t a po dosazeni ze druhé
dostaneme rovnici £, = —aC, neboli

(3, + i, =0, (295)

coZ je rovnice popisujici pohyb harmonického oscilatoru. Proto mdzeme jeji reSeni psat ve tvaru
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0% (1) = Adin[ @yt + ), (296)

kde A je amplituda kmitani harmonického pohybu a ¢ je pocatecni faze kmitani harmonického
oscilatoru. Z hlediska reSeni soustavy rovnic (291) to jsou integracni konstanty. Po Upraveé prvni

. . . Sy w s 1 . 1 (o2
z rovnic (294) a nasledném dosazeni reseni (296) ziskame £, = m—ﬂx = m—mnﬂms(mufmj_ Dostavame
i} i]

tedy
Qo [£) = Acos(wmgf +6 ), (297)

S vyuzitim ¢astecnych reseni (292), (296) a (297) dostavame pro vektor Uhlové rychlosti £
v zavislosti na Case

Gr) = {Asinfagt +38); Acos (gt +8); 05 ). (298)

Vektor Tj je tedy vyjadren v bézi hlavnich os a pro jeho velikost plati |L_‘3[rj|=ﬂﬂqf +02+c . Po
dosazeni ze vztahu (298) tedy dostaneme

Bl = A2 [l < honst (299)
) (of)

Uvédomime-li si platnost vztahu (292) je zfejmé, ze vektor Uhlové rychlosti {3 zapsany ve tvaru
(298) opisuje plast rotacniho kuzele (viz obr. 70) s Uhlovou frekvenci ;. To znamend, ze nutacni
Uhel 4, , ktery svird vektor Uhlové rychlosti i s osou z, je konstantni a plati

2 2
g - YEYE 4 (300)
LL Wy

Na obr. 70 je také zndzornéna kruznice, ve které protina rotujici vektor 1 dané tuhé téleso.

Obr. 70

Skutec¢nost, Ze vektor I opisuje plast kuZele, vyplyva z toho, Ze velikost tohoto vektoru je
v Case konstantni, z-ovéa slozka je konstantni a déle z toho, Ze x-ové a y-ova slozka vektoru L
opisuji kruznici; vztahy (296) a (297) jsou totiz parametrické rovnice kruznice vyjadrené
v polarnich souradnicich.


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/151-kmitavy-pohyb
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/156-harmonicke-kmitani
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/157-faze-kmitaveho-pohybu
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1295-zavedeni-uhlove-rychlosti
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/339-tranzistor
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/15-pohyb-hmotneho-bodu-po-kruznici
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1298-popis-rotace-tuheho-telesa-eulerovy-kinematicke-rovnice
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1298-popis-rotace-tuheho-telesa-eulerovy-kinematicke-rovnice
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/15-pohyb-hmotneho-bodu-po-kruznici
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/1292-tuhe-teleso
http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/9-souvislost-trajektorie-a-souradnice

Jesté je nutné dopoditat Eulerovy Uhly #, & a % pomoci Eulerovych kinematickych rovnic (257).
Dosazenim do téchto rovnic ziskame pro nas vysSetfovany pripad soustavu rovnic

Scosy + @ sinSsiny = Asin{wyf+5) (301)

Vzhledem k tomu, Ze koncovy bod vektoru i opisuje kruznici, je nuta¢ni Ghel & konstantni,
tedy #=4 . Proto mGzeme Eulerovy kinematické rovnice (301) psat v jednodussim tvaru:

@ sin & sin = Asin| aygt + &) (302)

Je-li totiz #=4& =konst., pak je Casova zména tohoto Uhlu nulova, tj. d=n.

Redeni soustavy rovnic (302) nalezneme postupnymi kroky. Nejdfive umocnime prvni dvé
rovnice soustavy na druhou a selteme je. Dostaneme rovnici

I:;':rsin.gt,jj (sinzw+ cos w)= A (sin2 (gt +8) +cos (muf+5)} , PO jejiz Uprave ziskame tvar [:;E?singnjg =4,
Odmocnénim prejde rovnice na tvar

g = g (303)
odkud vyplyva
A
W=Siﬂ%f+m:. (304)

Ve vztahu (303) je na jeho pravé strané konstanta, proto je integrace podle proménné t
jednoducha.

gsin & sing  Asinfagf+8)

Vydélenim prvnich dvou rovnic soustavy (302) ziskame rovnici Yy —— Acos{ont+8) ktera
i sinn| @ f+ 4
po Upravé prejde na tvar —- = 2 +9) b ostavame tedy rovnici
Cosyr cu:uslza:,;,f+|:5')
tgur=tg(apt+45) . (305)

I
Dszww_ cog (muf+5j

Derivaci rovnice (305) podle Casu ziskdme rovnici - @, odkud mlzeme

vyjadrit

. cos? yr
- (gt +6) o (306)

Ze druhé rovnice soustavy (302) mizeme vyjadrit

Acnsl[muf+ .:5')

7
 sin 07

costy =

A cod |I.::.J.;,f+c5') 1 L, , ) A ,
——— @ . Do jejiho upraveného tvaru %= ——=—uay dosadime ze vztahu (
g an® g cos (wpt+8) @ sin® 4

303) a ziskdme

Nyni mlzeme do vztahu (306) dosadit ze vztahu (307), ¢imz ziskdme rovnici

|'?|:,;’=

vy (308)
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Odtud jiz snadno urcime

= af+5 (309)
Dosazenim vztahd (303) a (308) do treti rovnice soustavy (302) dostaneme @y + nd cosdy = ap
7 . e . Ve Ve . . A T o v Ve A
Postupnymi Upravami ziskame rovnici ve tvaru E= @y —ayp, a tedy mlUzeme psat tgdh = P
(1]
e g = A _ A
S vyuzitim vztahu (293) dostavame rovnici ve tvaru o3 Nl s nef-Iep+Lef, takze
1] T Lty
1
mame
A
tgdh=— (310)
Ty
Ziskali jsme tedy reSeni Eulerovych kinematickych rovnic ve tvaru
2 Fidemy tg & h4 A s f4 6 311
= = = =l
&, pricemz IEWSIQ] dn g gh a Ww=ay . ( )

Pri hledani reSeni soustavy rovnic (302) byly provadény operace, které z hlediska matematiky
vyZaduji komentare a diskusi jejich platnosti (pfi déleni neni mozné délit nulou, ...). Z fyzikalniho
hlediska ovSem hodnoty goniometrickych funkci nemohou byt nulové, tj. jejich argumenty

nemohou z fyzikalnich dvodd mit hodnoty 0 nebo % Proto jsou vSechny provedené Upravy

v tomto pripadé korektni.

U bezmomentového setrvacniku tedy nastava tzv. regularni precese (pravidelna precese), pfi
niz se poloha osy otaceni (tj. smér vektoru ) méni v ¢ase pravidelné (koncovy bod vektoru opisuje
kruznici). V pripadé rotace Zemé je tato precese dlsledkem pohybl béhem pocatecniho vyvoje
Slunec¢ni soustavy, dopadem meteoroidd na Zem, ... Ve skute¢nosti ovsem pravé popisovana
precese neni takto pravidelna, nebot na Zemi plsobi svou gravitacni silou Mésic, pdsobi na ni i
Slunce, sama Zemé neni dokonale symetrické téleso ani to neni idealné tuhé téleso, ... Proto vznikaji
nepresnosti v tomto precesnim pohybu, které maji periodu 427 dni, a zemska osa tedy neprotina
Zemi v jednom bodé (severni pdl), ale opisuje kolem severniho pélu kruznici o poloméru asi 4 m.

Tato kruznice je analogicka kruznici, ktera je na obr. 70 zndzornéna modrou krivkou.

Pravé ur¢eny smér Uhlové rychlosti i (tj. smér osy rotace) byl ur¢en vzhledem k télesu
(vzhledem k Zemi, vzhledem ke korotujici bazi). Ur¢it smér vektoru i vzhledem k pevné bazi
(vzhledem ke stalicim, vzhledem k systému GPS, ...) neni jednoduché. Pro urceni pohybu vektoru £
vzhledem k pevné bazi je nutné urcit jeden vybrany smér. Timto vybranym smérem miZe byt napfr.
smér vektoru momentu hybnosti Z. Moment hybnosti je totiz veli¢ina, ktera se v izolované soustavé
zachovava.

Bezmomentovy setrvacnik takovou izolovanou soustavou je. Ostatné ze vztahu (285) pro

—

bezmomentovy setrvacnik plyne % = atedy T = onst.

S vyuzitim vztah( (288), (292), (296) a (297) mlzeme pro slozky momentu hybnosti I psat:

L = h(k = hAsin( @yt + 6], Ly = [ldy = hAcos[@of +6 ) a L = L0y = L (312)

a pro jeho velikost dostavame |E(fj|= J2 +1 +I2 . Po dosazeni ze vztahil (312) pak méme
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E(6)|- 124+ 2 (o) = bomst (313)

Vektor momentu hybnosti T tedy opisuje také plast kuzele, ale obecné jiny, nez opisuje vektor
Uhlové rychlosti Ci. Oba ale opisuji kuzely se stejnou Ghlovou frekvenci @, . Vektor momentu
hybnosti 7 pritom svird s osou z staly Ghel 4, pro ktery plati

2 2
g =¥t B4 Do (314)
I'z J'3115-:'|:| 13

Uhel % ma pfitom stejnou hodnotu jako Uhel % z fedeni (311).

Na zakladé nalezeného reseni (298) pro vektor Uhlové rychlosti i a reSeni (312) pro vektor
momentu hybnosti 7, Ize psat

L=h0+(h-0)e, (315)

C0Z znamena, Ze v kazdém okamziku vektory [ia I a osa z leZi v jedné roviné.
Na vztah (315) Ize nahlizet jako na parametrické vyjadreni roviny, které je dana vektory i a e, .

Z hlediska pevné baze (tj. vzhledem ke stdlicim, systému GPS, ...) ma staly smér v prostoru
vektor momentu hybnosti T, a setrvacnik (Zemé) rotuje kolem né;j.

Kolem vektoru 7 tedy rotuje osa z a kolem ni vektor Ghlové rychlosti C.

Situaci Ize znadzornit pomoci dvou kuzell, které se kolem sebe vali. Pfimka, ktera je okamzitou
doty¢nici obou kuzeld, urcuje smér vektoru Ghlové rychlosti £i. Oba kuZzely pritom popisuji precesi
vektoru Uhlové rychlosti i - jeden kuzel zndzornuje jeji precesi kolem vektoru momentu hybnosti 7.,
druhy kuzel pak precesi kolem osy z daného kartézského systému.

V zavislosti na vzajemné hodnoté moment( setrvacnosti f a Jz uvazovaného télesa mohou
nastat dva pripady:

1. L <I -zevztahu (314) a z toho, ze funkce tangens je rostouci, vyplyva, ze
4 <4, akuzel spojeny s momentem hybnosti I se vali uvnit kuzele spojeného s osou
z daného kartézského systému (viz obr. 71).

2. I >I; - ze vztahu (314) a z toho, ze funkce tangens je rostouci, vyplyva, ze
4 =& akuzel spojeny s momentem hybnosti I. se vali vné kuZele spojeného s osou z
daného kartézského systému (viz obr. 72).

Vektory na obr. 71 a obr. 72 by mély byt spravné otoCeny tak, aby vektor momentu hybnosti 7,
mél svisly smér. Bylo by tim Iépe naznaceno, Ze je to pravé tento vektor, jehoz smér se v prostoru
zachovava!

Pro nesymetricky setrvacnik je feSeni jeho pohybu komplikovanéjsi. Navic se nezachovava ani
smér ani velikost Uhlové rychlosti Ci.

U symetrického se zachovava velikost vektoru thlové rychlosti Ci.



Obr. 71 Obr. 72
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