Cardanovy vzorce

Cardanovy vzorce jsou vzorce pro vypocet korenl kubické rovnice. V dobé, kdy Cardano své
vypocty odvozoval, se zacinala matematickd symbolika teprve rozvijet. Z ddivodu lepsiho pochopeni
Cardanova postupu bude ovsem vypocet proveden s vyuzitim soucasné symboliky.

Kubicka rovnice s realnou neznamou y je rovnice ve tvaru

-

s 4T+ B+ C=0, (3)

kde 4. B, C £ =, Skutecnost, ze koeficient kubického ¢lenu je roven jedné, neni na Ujmu obecnosti.
Pokud by zde byl néjaky obecny koeficient, musel by byt nenulovy (jinak by rovnice (3) nebyla
kubickd). A nenulovym koeficientem Ize celou rovnici vydélit. Proto miZzeme bez Ujmy na obecnosti
uvazovat dale rovnici (3).

V dobé, kdy se Cardano zabyval reSenim kubickych rovnic, byly zndmy celkem tfi typy
kubickych rovnic s kladnymi koeficienty a a b a s kladnou neznamou x:

Crax=h, (4)

“=ax+h (5)
a

eb=aox. (6)

Pokud bychom pfipustili, ze a, b a x budou obecné realna Cisla, jsou rovnice (4) az (6) navzajem
ekvivalentni. Ale na prelomu 15. stoleti a 16. stoleti byla matematika stale jeSté pod vlivem recké
matematiky a castecné pod vlivem geometrického reseni Uloh. Navic praci s koeficienty matematici
zatim neznali, a proto pracovali vyhradné s kladnymi Cisly. Rovnice (4) az (6) tedy mlzeme
interpretovat takto: kladné cCislo se rovna jinému kladnému cislu. Pouzit v téchto rovnicich znaménko
»-* neni mozné, protoze by nebyl zarucen kladny vysledek.

Jak je vidét, rovnice (4) az (6) neobsahuji kvadraticky Clen. Toto zjednoduSeni si mohli
matematikové dovolit, protoze uméli vhodnou substituci kvadraticky ¢len v kubické rovnici odstranit.
Stadi v rovnici (3) pouzit substituci

A
(T — (7)

Obecné Ize podobnou substituci v rovnici n-tého stupné vyloucit (n - 1)-ni ¢len. Za neznamou
K|

je v tomto piipadé nutné substituovat vyraz x— L=
. . A7 AY A4
Dosazenim vztahu (7) do rovnice (3) dostaneme:  +-— +4. x—— ' +F. xv-_- +(C=0.
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Upravé pak mame rovnici:
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Abychom nemuseli déle pracovat s pomérné komplikované zapsanymi koeficienty, prepiSeme

rovnici (8) do tvaru
: 9)

kde
- 24 4.5 (10)

Nyni budeme rovnici (9) resit tak, jak ji fesil Cardano. Zavedeme dalSi dvé proménné u a v

vztahem
rEL T (1)
a dosadime do rovnice (9). Dostaneme tak rovnici (u+vi + p-(u+Vv|+g=0. Po umocnéni
.. 2 2 : Y
a roznasobeni ziskame rovnici ve tvaru & +3u"v+3uvT =3 + pu+ v+ =0. Dalsi upravou
ziskame rovnici ve tvaru u” +v7 +u( 3w+ pl+v(3uv+ pl+g =0 atedy dostdvame rovnici
Vv (B pllu+vitg=0. (12)

L

Abychom rovnici (12) dale zjednodusili, je nutné nalézt dalsi podminky. Prvni z podminek je ta,

Ze polozime
' (13)

protoze v rovnici (9) nebyly smisené ¢leny obsahujici soucin i-v. Vztah (13) mlZeme psat ve tvaru

a po umocnéni na treti ziskdme vyraz

W=

ey

i (14)

Posledni Uprava, kterou jsme provedli, se mlze zdat byt uméla nebo nesmysina - feseni se tim
zdanlivé komplikuje. Ale pouze zdanlivé! Cardanlv postup je pomérné promysleny.

Dosazenim podminky (13) do rovnice (12) ziskdme rovnici
(15)

g

W+ +g=0Tesp. ul w1y =

Na vztahy (14) a (15) Ize nyni nahlizet jako na Viétovy vztahy pro reSeni kvadratické rovnice
s kofeny 1,7 a 1~ . Tato kvadraticka rovnice (napf. v proménné z) mé tedy tvar
=0 (16)

Nalezeni feSeni kvadratické rovnice (16) je jiz snadné. S vyuzitim vztahu pro diskriminant



kvadratické rovnice, psat:

bude dlleZity pro dalsi rozbor poc¢tu reseni resené rovnice (9).
Na zakladé Viétovych vztahl (14) a (15) jsou ale kofeny rovnice (16) ¢isla oznacend jako i a 1°
Proto mdzeme psat

(18)

Uvédomime-li si, Ze rovnice (16) je pomoci substituce (11) odvozena z rovnice (9), miZeme
pomoci feseni rovnice (16) vyjadrfit i freSeni rovnice (9). Musime vzit ale jeSté v Uvahu substituci (11)
a fakt, Ze rovnice (16) byla sestavena na zakladé Viétovych vztahl (14) a (15). Pro feSeni rovnice (9)

tedy mlizeme s vyuzitim vztah( (18) psat . . = Nt <if” apo dosazeni dostdvame

(19)

Vztah (19) je matematickou podobou Cardanova vzorce. Je nutné si uvédomit, Ze treti
odmocniny je nutné (co do znaménka) vybrat tak, aby byla splnéna podminka (13). Klicovou roli zde

bude hrét &islo ¢z = 3/1, které je nutné vyjadfit pomoci komplexnich ¢isel.
Rovnice tretiho stupné totiz musi mit obecné (tj. v komplexnich &islech) tfi kofeny. A &islo z = /1
je jedno z feseni rovnice

P _1=0. (20)

Je pravda, Ze tyto poznatky byly v matematice odvozeny az pozdéji, nicméné Cardano spravné
vytusil, ze feSeni mimo realna Cisla (aniz je tak nazyval) existovat bude. Vyplyva to i z diskuse, ktera
je uvedena dale, poctu realnych korenl v zavislosti na parametrech p a g rovnice (9).

Rovnice (20) je tzv. binomicka rovnice a ta ma v tomto pripadé tato resSeni vyjadrena
komplexnimi Cisly:

—\Ei, (21)

-
r

145,

id g =—
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kde i je tzv. imaginarni jednotka, pro kterou plati ;- — _1. Dale budeme pracovat pouze

s komplexnim ¢islem &, protoze komplexni ¢islo =- je rovno jedné a komplexni ¢islo - mlzeme

vyjadrit pomoci komplexniho Cisla g. Plati totiz:

, 1 3.7 1 45, 3, 1 5, 3 1 43,
3 1= I=7="3

-
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Nyni mizeme koreny rovnice (9) tedy psat ve tvarech
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Ve vztazich (22) az (24) vystupuji komplexni Cisla, ktera v Cardanové dobé nebyla znédma.
Stejné tak se teprve zacinalo (pod vlivem Fibonacciho) pocitat se zapornymi Cisly. Pfesto byl
schopen Cardano problém reseni kubické rovnice vyresit.

Presto, Ze jsou vztahy (22) az (24) vyjadreny pomoci komplexnich Cisel, mohou pfi vhodné
volbé koeficientl p a g vychazet realna Cisla. Staci si uvédomit, Ze diskriminant (17) je definovan

jako soucet dvou zlomkd, pricemz zlomek P__ mUze byt zaporny. Jeho absolutni hodnota mdze byt

-

vétsi, nez je hodnota zlomku 9, ktery téz vystupuje v diskriminantu (17). Hodnota diskriminantu
4

mUze byt tedy kladnd, zaporna i nulova. Na tento diskriminant poté aplikujeme druhou odmocninu,
jejimz vysledkem muizZe byt ¢islo redlné nebo komplexni. Vysledek pak pri¢teme (resp. odecteme)
k dalSimu Clenu, a pak aplikujeme treti odmocninu. Tato tfeti odmocnina se pocita obecné
z komplexniho ¢isla - a vysledkem je opét komplexni Cislo. Vysledek je pak nasoben dalsim
komplexnim cislem. A analogicky se vypocita druhy ¢len ve vztazich (22) az (24). Proto Ize
vhodnou volbou koeficientll p a g ziskat rlizné typy Cisel (redlnd nebo komplexni) - v zavislosti na
tom, jak se navzajem odectou Cleny obsahujici imaginarni jednotku i.

Vhodnou volbou parametrl p a g v rovnici (9) ziskdme jednu z plvodné vysetrfovanych rovnic
(4), (5) nebo (6). Jednotlivé pripady bude ilustrovat i graf funkce

foy=x +p-x+g; (25)

resit rovnici (9) totiz znamend hledat prdseciky grafu funkce dané predpisem (25) s osou x
kartézského systému. Mohou tedy nastat tyto pfipady:

1. r=0 ag=10 -tento pfipad odpovida rovnici (4) a graf pfislusné funkce je zobrazen
na obr. 119. V tomto pfipadé ma rovnice (9) resp. rovnice (4) jeden realny koren a dva
kofeny komplexni (komplexni kofeny neni mozné v uvedeném grafu vyznacit).

Funkce zobrazenda na obr. 119 se bude pro rlizné volby p a g, které splnuji vySe uvedené

podminky, liSit jen posunem po ose y a deformaci grafu. Tvar (tj. skutecnost, ze graf protne osu x
pouze jednou) zlstane pritom stéle stejny.

Shodné vlastnosti by mél graf funkce dané predpisem (25) i pro pfipad z =0, Tento pfipad ale
nebyl v dobé, kdy Cardano vzorce publikoval, bran v Gvahu.

2. r-=0ag=0 -tento pfipad odpovida rovnici (5) a graf pfislusné funkce je zobrazen
na obr. 120. V tomto pfipadé je feSeni rovnice (9) resp. rovnice (5) zavislé na vzajemné
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volbé koeficientll p a g - viz dale.
Pocet a typ koren( zavisi na posunu grafu zobrazeném na obr. 120 hlavné po ose y.
3. v=0ag=0-tento pfipad odpovida rovnici (6) a graf prislusné funkce je zobrazen

na obr. 121. Také v tomto pripadé je reSeni rovnice (9) resp. rovnice (6) zavislé na
vzajemné volbé koeficientl p a g - viz dale.

Pfipad reseni rovnice (9) pro z =0 asoucasné ¢ =0 nebyl bran v Cardanové dobé v Gvahu.
Odporovalo to totiz tehdejsimu pristupu matematikd: soucet kladnych ¢isel v rovnici (9) nemohl byt
nikdy roven nule.
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Obr. 120 Obr. 121

Pocet koren( rovnice (9) pro r = U zavisi na hodnoté diskriminantu (17):

1. D=0 -lokalni minimum a lokalni maximum funkce dané predpisem (25) maji stejna
znaménka a rovnice (9) ma tedy jeden redlny koren a dva komplexni koreny (tyto
koreny jsou tvoreny navzajem komplexné sdruzenymi Cisly) - viz grafy na obr. 120
a obr. 121.

Lokalni maximum odpovida vrcholu ,kopecku”, ktery vytvari graf funkce; lokalni minimum



odpovida ,,nejnizsSimu bodu doliku“ grafu funkce.

2. D=0 -hodnota lokadlniho minima funkce dané predpisem (25) nebo hodnota jejiho
lokalniho maxima je nulova (tj. jedna z teCen sestrojenych v téchto dvou bodech je
identicka s osou x kartézského systému souradnic). V téchto pfipadech, které jsou
zobrazeny na obr. 122 a obr. 123, ma rovnice (9) jeden realny kofen jednoduchy
a jeden realny koren dvojnasobny.

Dvojnasobny koren odpovida tomu bodu, ve kterém se ,vinka“ zobrazeného grafu dotkne osy

3. D=0 -lokdlni minimum a lokalni maximum funkce dané predpisem (25) maji
navzajem opacna znaménka a rovnice (9) ma proto tfi redlné koreny - viz graf funkce
zobrazeny na obr. 124,

S vyuzitim diferencialniho poctu Ize ukdazat, Ze soucin funk¢ni hodnoty lokalniho minima funkce
dané predpisem (25) a funkcni hodnoty lokalniho maxima této funkce je roven 4D, kde D je
diskriminant (17).

Obr. 122 Obr. 123

Obr. 124
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