***Torzni kyvadlo

Nasledujici odvozeni vlastni periody kmitani torzniho kyvadla vyuziva znalosti z diferencialniho
poctu a integralniho poctu.
TORZNi KYVADLO JE TUHE TELESO ZAVESENE NA PRUZNEM ZAVESU. TOTO

TELESO PRITOM MUZE VOLNE KMITAT VE VODOROVNE ROVINE KOLEM PODELNE
SVISLE OSY ZAVESU.

Torzni kyvadlo, které se ze své rovnovazné polohy vychyluje o Uhel #, je zobrazeno na obr. 18.

zepledun shora

Obr. 18

Vyse uvedena definice neni vycerpavajici, protoze torzni kyvadlo mdze mit vice podob.

Torzni kyvadlo miZzeme realizovat napfr. tak, Ze kosté zavésime v jeho tézisti na provazek
a poté kosteé (jiz zavéSené na provazku) vychylime z rovnovazné polohy tak, Zze ho otocime kolem
svislé osy provazku. Kdyz pak kosté pustime, bude se kyvat stfidavé na jednu a na druhou stranu -
bude konat torzni kmity.

Déle bude odvozena pohybova rovnice torzniho kyvadla a perioda vlastnich kmitl torzniho
kyvadla. Vzhledem k tomu, ze se jedna o slozitéjsi fyzikalni jev, nevyhneme se pouziti vyssi
matematiky. VSe ale bude vysvétleno krok za krokem.

Nejdrive je nutné si uvédomit, ze zavés torzniho kyvadla je deformovan kroucenim (krutem).
Deformace kroucenim (deformace krutem) je jedna z deformaci téles. Jedna-li se o pruznou

deformaci, kterou Ize popsat Hookeovym zakonem ve tvaru %= Gy, kde R je velikost tecné sily,

kterd zplsobuje deformaci, S je plocha, v niz sila  plsobi, G je modul pruznosti ve smyku (
modul torze) a ¥ je pomérné posunuti.
Deformace kroucenim je specialni pripad deformace smykem. Pfi deformaci kroucenim (napr.

Sroubovani Sroubu do dreva) jsou smykem deformovany obé Casti télesa (u Sroubu jak hlavicka, na
kterou plsobi silou Sroubovak, tak konec Sroubu, ktery tla¢i na drevo).
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Obr. 19 Obr. 20

V pfipadé torzniho kyvadle budeme uvazovat deformaci smykem u vldkna zavésu, které je
druhym koncem pevné uchyceno. Pro dalSi vypocet si vidkno délky / a poloméru R rozdélime na
»duté trubi¢ky” o poloméru r a tloustce stény i (viz obr. 19, na kterém je vlakno kyvadla z d@vodu
prehlednosti zakresleno v poloze o 130" otocené ve srovnani se skute¢nym zadvésem kyvadla).
Bude-li na vlakno zavésu plsobit sila % , zkrouti se vlakno o Ghel #.

Tecné sila % je sila lezici v podstavé vldkna kyvadla, pfi¢emz viakno si Ize predstavit jako
valec. V pripadé torzniho kyvadlo realizovaného pomoci kostéte zavéseného na provazku, je
te¢nou silou F sila, kterou koté vychylime z rovnovézné polohy.

Sila, kterad pUsobi na jeden z hranolkl (zobrazenych na obr. 19) tvoricich plast myslené
Jtrubi¢ky”, je AF.

Je to ,kousek” tecné sily, ktery pfipada na uvazovany hranolek.

v ; 7 v/ v 7 ¥
Pomerné posunuti je vtomto pfipadé dano vztahem » = I—(’v :

V pravé uvedeném vztahu je *# vzdalenost, o kterou se po obvodu ,trubi¢ky“ posunula horni
podstava jednoho z hranolkl, kterymi je tvoren plast ,trubicky” (viz obr. 19). Tato vzdalenost je
Casti obvodu kruznice s polomérem r a odpovida Uhlu #.

o s . AF , AF y
Hokeuv zakon lze tedy psat ve tvaru IR Ty a po dosazeni 5 G?Iijr . Vzhledem k tomu, ze se

torzni kyvadlo otac¢i kolem svislé osy zavésu, je nutné popsat jeho pohyb pomoci momentu sil f,
ktery je dan vztahem Af=¥=E , kde 7 je polohovy vektor sily % . Pro odvozeni pohybové rovnice
torzniho kyvadla (resp. periody vlastnich kmitd torzniho kyvadla) postaci znat velikost momentu sily
AF Lt AM =r AR

Sila AF pUsobi na hranolek, ktery se pohybuje (pfi deformaci smykem celého vldkna) po
kruznici o poloméru r (viz obr. 20).

Vyjadfime tedy ze vztahu pro Hokelv zakon velikost sily #F: 4F= G$ﬁ3. Nyni celou rovnici
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vynasobime polomérem ,trubi¢ky” r a dostaneme: ».4F = G%:fﬁﬂ‘, tedy 4l = G%:ﬁﬁﬂ‘. Zbyva urcit

plochu 45, kterd odpovida v nasem pripadé plose mezikruzi Sirky £ (na obr. 20 vySrafovano).

Pfesné lze psat: &45=5-5;, kde 5 je plocha kruhu o poloméru r a & plocha kruhu o poloméru
r—iv . Vzhledem k tomu, 7e S = a S=rlr-4r)°, je 45=8-5 = m* - a[r-4)°. Postupnymi
p . e 2 2 v
Upravami tedy dostdvame: ﬁ.5‘=:r[r2—r2+2r.ﬁr—(ﬁrj )=ﬂ(2r.ﬂr—(ﬂrj } Vzhledem k tomu, ze
tloustka stény ,trubicky” & je velmi mald, Ize ve srovnani s prvnim ¢lenem v zavorce zanedbat Clen
(4 . MOZeme tedy psat: 45 =2sr.ir

2 2 3
Nyni proto m(izeme pro velikost momentu sily AF psét: &if = G%iﬁ& G%.Eﬁr.ﬁr = EHG?‘I—?M‘.

Mame tedy vyjadren ,kousek” momentu sily, kterd pUsobi na sténé ,trubicky” tloustky i .
Cely moment sily Ize urcit tak, ze se¢teme mnoho takovych ,kousk“ podél poloméru vidkna (tj.
postupné budeme zvétsSovat tloustku ,trubi¢ky” az do poloméru R vidkna zavésu). To lze
matematicky provést pomoci integralu.

R
Pro velikost momentu sil 7f tedy plati: M = IG?i.EJrrEdr . Konstanty charakterizujici vidkno (tj.
1

R
modul torze G a délku /) a Uhel # Ize vytknout pred integral, takze ziskame: M=EHG;—¢Ir3cir . Po
1

E
4 4
zintegrovani dostaneme i = [EHG?%} a po dosazenf integra¢nich mezi mame: i = ”gf @
i}

Uhel # je konstanta proto, Ze zatim pocitdme moment sily, kterd zplisobuje deformaci. Zména
Uhlu # v Case bude pfedmétem naseho zajmu dale.

Uhel # se za¢ne ménit, az kdyZ torzni kyvadlo (nap¥. kosté zavésené ve vodorovné poloze na
provazku) pustime poté, co jsme ho vychylili. Pravé uréena velikost momentu je pocatecnim
»stimulem”, ktery ,rozhybe” kyvadlo. Proto je Uhel # konstantni - urcuje maximum vychyleni (a je
tedy dan silou plsobici ze za¢atku na kyvadlo).

4
Z fyzikalniho hlediska je velikost momentu sil #f dana vztahem M=—”§f @. Je nutno

zohlednit fakt, Ze deformuijici sila (tj. sila zplsobujici moment 4f) plsobi proti vychylce # kyvadla
a snazi se vratit kyvadlo do pdvodniho stavu (tj. do rovnovazné polohy).

Analogicky jako pohybova rovnice harmonickéh ilatoru.

V souvislosti s torzni deformaci se jesté zavadi tzv. direkéni moment I, ktery je
s momentem sil 3 svézan vztahem A7 = -Lw. Velikost direkéniho momentu je tedy ddna vyrazem
4
Do TR .
2

Direk¢ni moment tedy charakterizuje pouze samotnou deformaci vlakna zavésu kyvadla,
nebot v ném vystupuji pouze konstanty (2 a ) a veli¢iny charakterizujici vidkno zavésu (G, R a /).

Zname-li moment sily, kterd zplsobuje deformaci, mizeme pristoupit k odvozeni vlastni periody
kmitani torzniho kyvadla. Jedna z cest, jak se k periodé dostat, je pomoci druhé véty impulsové. Tu

Ize psat ve tvaru: %= ¥, kde T je moment hybnosti dané soustavy.
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Moment hybnosti Ize definovat pomoci hybnosti, analogicky jako se definuje moment sily
pomoci sily. Vzhledem k tomu, Zze if=¥=F, Ize analogicky moment hybnosti definovat vztahem

L=rxp.

V pfipadé télesa, které rotuje kolem své osy, Ize moment hybnosti uréit vztahem I = sa, kde J
je moment setrvacnosti télesa a @ Uhlova rychlost otd¢eni daného télesa. Vzhledem k tomu, Ze se
torzni kyvadlo otaci v roviné, ktera je kolma na osu rotace a ve které lezi i sila zpdsobujici deformaci,
neni nutné se zajimat o sméry pfislusnych vektorovych veli¢in. Mizeme tedy vektorové rovnice
nahradit skalarnimi.

MlZzeme proto psat: %=M, ¢ili %[J’mkM. Moment setrvacnosti torzniho kyvadla je

konstantni, proto jej Ize v uvedeném vztahu vytknout pred derivaci: J%ﬂ =i,

Zapis ve tvaru y= % je zapis derivace funkce (proménné) f podle proménné x. Na zakladé

tohoto vztahu lze fici, jak se méni proménna f v zavislosti na proménné x (obé rostou, kdyz roste x,
f klesa, ....). Nejjednoduseji to Ize asi pochopit na velikosti okamzité rychlosti hmotného bodu. Tu

. p bs . 5 . 25 2o 52

Ize definovat podilem v S ale aby se jednalo o okamzitou rychlost (tj. rychlost mérenou prave

ted), je nutné dodat, Ze 4t je malé. To je ovSsem na prvni pohled nepfesné, nebot ,malé 4t “ neni
. T - . - ds . - . . .

definovano jasné. S vyuzitim derivace a zapisu v=-; neni nutné nic dodavat - derivace je

definovana tak, ze 4 ve jmenovali zZlomku je ,nekonecné malinkaté”.

Uhel #, o ktery se pfi daném silovém plsobeni sto¢i torzni kyvadlo, souvisi s Ghlovou rychlosti
otaceni torzniho kyvadla vztahem @ =%.
Uhlové rychlost uddvd zmé&nu Ghlu v zavislosti na ¢ase. Cim mensi Gseky Uhlu budeme
uvazovat (tj. ¢im mensi budou ¢asové intervaly, na kterych budeme méreni provadét), tim spise
mlzeme mluvit ,jen“ o Uhlové rychlosti (tj. o0 okamzité Ghlové rychlosti). Misto vztahu @ = %

y y . . v , . d
s dovétkem, ze 4f je malé, Ize pouzit derivace a psat @ = f.

] . d d d -
Dosadime-li vztah w =f do vztahu J—E‘% I dostaneme: E[J’%} M . Tento typ zapisu se
2
Vv praxi nepouziva, pouziva se zapis: Jd_f= If .
dt

4
Symbol ;—{ znaci druhou derivaci proménné (nebo funkce) f podle proménné x. To znamena,
Ze prvni derivaci zderivujeme (podle stejnych pravidel) jesté jednou.
_xGR
20

2
Nyni do posledniho vztahu dosadime vypoctenou velikost momentu sil: E;_f= @ a

upravime na tvar i;f+ ”;?4 @=0. Ziskali jsme tedy obycCejnou linearni diferencialni rovnici druhého
radu s proménnou #.

Privlastky charakterizujici posledni rovnici maji tento vyznam: - obycejna - v rovnici se
vyskytuji ,obycejné” nikoliv parcialni derivace; - linearni - derivace vyskytujici se v rovnici
jsou v prvni mocniné; - diferencialni - rovnice obsahuje neznamou v derivaci; -
druhého radu - v rovnici vystupuje nejvyse druha derivace.
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! 4
Tuto rovnici Ize resit substituci. Budeme predpokladat, Ze rovnice E;—f+ ”;?

#=0 ma feSeni ve
tvaru ¢ =42, kde A a 4 jsou realné konstanty.
Pozor! # NENI vinové délka - nemluvime o z4dném vinén;!

Substituéni vztah @=4¢™ dosadime dané rovnice. V té ale vystupuje i druhé derivace

dgr

proménné ¥ podle ¢asu. Proto nejdrive uréime prvni derivaci: ~ -A4e™ Na zékladé ni uréime

i druhou derivaci: ‘Fiﬂf‘ﬂg"“.
d#*
Toto je bézny fyzikalni postup feSeni diferencialnich rovnic: predpokladame feSeni v urcitém
tvaru (na zakladé fyzikalni dvahy, zkuSenosti, ...) a pak ,jen“ hledame konstanty vystupujici ve
vztahu, ktery charakterizuje reseni dané rovnice.

4
Po dosazeni do dané diferencidlni rovnice dostaneme A:*Ag‘?%”;? A= -0, Rovnici mlzeme

vydeélit vyrazem 4-.~* a ziskdme tzv. charakteristickou rovnici dané diferencidlni rovnice ve tvaru

srt
217

At =0 s neznamou & . Vzhledem k této neznamé se jedna o kvadratickou rovnici, ktera ovsem

4
nema linearni ¢len. MiZzeme tedy vyjadrit * =—’T2G§ . Abychom mohli toto Cislo odmocnit,

Pleion

pfepiSeme si rovnici ve tvaru A* = - i*, kde i je imaginarni jednotka, pro kterou plati % = -1 . Nyni

0 v . Ve 7 v 4 v . . 7/ . .
muzeme odmocnit a ziskame dva koreny 1 ., =+ lI”GR . Oba koreny charakteristické rovnice jsou
. yINg

komplexni Cisla, coZz znamena, Ze dana Uloha ma reseni, které odpovida kmitavému pohybu.
Vzhledem k tomu, Ze madme dvé reSeni charakteristické rovnice, je nutno rozsifit predpokladané
reSeni dané diferencidlni rovnice na tvar g=4¢""+4,e™" Mame tedy resSeni ve tvaru

. faFRt . aFRt
¢1=f-11é!= 2U1+A2E!_i1 2MT..
Zajimavé z fyzikéiniho hlediska jsou pravé hodnoty 4.:. Oba koreny se lisi jen znaménkem,

jinak jsou stejné a vystupuji v exponentu exponencialni funkce.
S vyuzitim vztahl " = cosw+idng a e™ = csp—ising, které Ize odvodit v ramci komplexnich

v/ . (=GR . xR v )
Cisel, Ize vztah ¢:=Alez\|Tt+A2; —7 - postupné upravit:

[ 4 |' 4 f 4
g= A cos —rHGR +7 350 —rHGR +.A, | cos| - HGR“? +isn| - #OR f
ar 2T 2T 207
4 4 f
g= A cos ﬂr +isn 7GR £l |+ | cos HGR“? —isin HGR#?
i L7 ar 2T

a3

I | xRt
¢J=|I.41+Ag:||:|:us[ =7 f]+|:;41—;42:jzsm[ =7 f]
Posledni vztah pfipomind vztah pro harmonické kmitadni mechanického oscilatoru. Clen

‘ ar* | : s . g . . GR
(441+A2)c05[ HEIJ f] predstavuje kmitdni daného oscildtoru a ¢len (-41—-42319111[ ZU

3

f] predstavuje

ztraty zplsobené samotnym kmitanim (bez vlivu prostredi, v némz torzni kyvadlo kmitd). Je tedy

4 I
jasné, Ze vyraz : ”;:? ma vyznam Uhlové frekvence kmitavého pohybu, tj. plati: @ = f”;? . Odkud
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Ize jiz snadno odvodit vlastni frekvenci kmitani torzniho kyvadla (resp. vlastni periodu kmitani

torzniho kyvadla) ve tvaru: f__'”;f ,J_resp T=1x f?'” J7
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